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|.1. Bevezetés aiiszaki mechanika tanulasaba

A TARGY SZEREPE

A miszaki mechanika a mérntkképzésnek - tehat a faiparnokképzésnek is —
fontos alaptargya. Részben erre épul mindéiszaki jelled szaktargy, s az tizemmérnok
mindennapi tevékenységében is termékérgritnechanika tanulasa réven kialakuld szemlélet.
Emlitést érdemel a targy elmefejl@sagondolkodast fegyelméhatésa is.

HOGYAN TANULJUK A TARGYAT?

Ez lényeges kérdés. Sokak szamara azeért eredrenyde mechanika tanulasara
forditott — gyakran tetemes —déidmert a gépies tanulas moédszerét alkalmazzaktalmeés
tanulas helyett.

A tanuladsnak aktivnak kell lennie! Ha csak olvagdat nézegetjuk az anyagot, 6nallé
szellemi ebfeszités nélkil, aligha tanulunk Bl valamit. Lassan, de elmélyedve kell
tanulmanyozni az Uj ismereteket, 6sszekapcsolvarabbki, mar megemeésztett anyaggal. A
fogalmak definiciok megértésére és a tételek pastosretére torekedjlinkéslzor.

Tudasunkat allandéan elkgnizzik és fejlesszik feladatok megoldasaval. Adatenegoldas
Iépéseit logikailag (tételekre hivatkozva) kell akaIni, nem csupan a szemléletre alapozva.

A JEGYZETR)L

A jegyzet anyaga fejezetekre és targypontokraldéaga Az utdbbiak kdzil egyesek
matematikai témakkal foglalkoznak. Ezekdladszitik az utanuk kovetkézmechanikai
anyagot, réviden osszefoglaljak az alkalmazasréal&enatematikai apparatust. Ne haladjunk
tovabb, mig a megfel@imatematikai ismereteket fel nem frissitetttk!

Az Uj fogalmak a jegyzetben ald vannak hiuzva, redgp azon a helyen, ahol a
fogalom definidlva van. Az egyes targypontokat olykmegjegyzéseket, tanulastechnikai
tanacsok zarjak le.

ATTEKINTES A MUSZAKI MECHANIKAROL

Mielétt a részletek megismeréséhez fognank, vesslnk pétpntast az anyag
egeészere. Targyunk tébb szempontbdl oszthatd tpl. IEhetséges és szamunkra megielel
felosztas a kdvetkéz

Miszaki mechanika

/\
Kinematika Dinamika

/\_
Kinetika Sztatika

T

Merev testek Alakithat6 testek
sztatikaja sztatikaja



Magyarazat:

Miszaki mechanikaa mechanikanak aimzaki szempontbdl fontos kérdéseivel foglalkozo
része.

Kinematika: a mozgasoknak térben ésslen valo leirasaval foglalkozik. Lényegében a
mozgas geometrigja, de ab ifigyelembevételével.

Dinamika:az e6k hatasa alatt all6, mozgasban vagy nyugalombantéstekkel foglalkozik.
Kinetika: az etk hatasa alatt all6, mozgasbanddesteket vizsgalja.

Sztatika: a testek nyugalmi allapotaval, azéleregyensulyaval és mindezek feltételeivel,
illetve okaival foglalkozik.

Sztatikan tobbnyire a merev testek sztatikajatkérBz alakithatdé testek sztatikajanak
szokasos neve: szilardsagtaitietve rugalmassagtanMegjegyezzik, hogy a iszaki
mechanika e nagy fejezetei nem valaszthatok élelsegymastol.

A tovabbiakban gyakran lesz szikségink a mechanikamnnyiségek vektorral tortén
szemléltetésére, leirdsara. Ezért a targyalasttarval kapcsolatos néhany alapvéidnivalo
rovid osszefoglaldsaval kezdjuk.

[.2. Vektorok I.

ALAPFOGALMAK
A vektoriranyitott egyenes szakasz. Azkezdspontl éB T vektorC (1. abra) hossza vagy
abszolut értéke:

6= AB.

Az egységvektoegységnyi hosszusagu vektor.

Két vektor egyerdl. Ha hosszuk és iranyuk egyezik. B B
A 2. &brana,b egyiranyi vektorok, C ,/
c,d,e egyéllagak
A/
1. dbra

2. abra

A zérusvektokezdipontja és végpontja egybeesik.

C A szdvegben és az abrakon a vektorokat felllvahgsigljik.



Vektornak egy k skalérral valé szorzatdgy definialjuk: aza vektor ésk skalar
szorzataka olyan vektor, melynek

- hosszalk|/a]

- iranya: egye& a iranyaval, h& negativ.
Egy vektor -1 — szerese a vektor ellentétes vektora

E két vektor hossza egyéniranya ellenked
Miveleti szabalyok:

(k +n)a = ka +na,
kl@+b)=ka + k.

Két vektor_6sszeghez jutunk, ha: a vektorokat ugy helyezzik el,yhag egyik végpontja a
Vektorkdzéppontja és a masodik végpontja altal kmési a kezdpontja legyen. Ekkor az
el meghatarozott vektor (3. abra) a két vektor 6sszeigrom, vagy tobb vektor 6sszegét
hasonlé médon, a vektorokat egymashiozé allithatjuk &. Az 6sszegvektor az élvektor
kezdpontjdbdl az utolsé vektor végpontjaba mutatdé vekfz 6sszeadandd vektorokat
tetsdleges sorrendberiizhetjik egymashoz. Vektorok 6sszegét énett, az 6sszeg tagjait
Osszetetknek is mondjuk.

Két vektor kuldnbségt a vektor skalarszorosa
€s a vektorosszeg fogalmanak segitségével igy
képezzik:

a-b=a+(-b)

3. abra

Vagyis a kivonando vektor ellentétes vektorat adjudisebbitend vektorhoz (4. abra).
A vektoroknak szamokkal torténjellemzése céljabdl egy kozos képdntbdl kiinduld

P, j_Qi_‘:lH‘:l) egymasra méteges alapvektorait veszink fel a sikban, illetve, j,k
alapvektorokat a térben. E vektorokat ugy valakztwgy jobbrendszealkossanak, vagyis a

vektorvégpontok alkotta haromszog koruljardsa aieantbol nézve pozitiv (az 6ramutatd
jaradsaval ellentétes) legyen.

Az  alapvektorokat kapcsolijuk egy  derékszd
koordinatarendszerhez az 5. &bra szerint. Ekkomélgr
sikbeli ¢ vektor pontosan egy médon irhato fel

alakban. Azi, | alapvektorok rendszerében 4. dbra



C,,C, : at vektor komponere
c.i,c.|: ac vektor 6sszetei
X yJ P(Xlg)

Az 5. abran lathat@ vektor esetében

C,=X, C, =Y

X

Térbeli vektorokra a komponens és 0Osszet@rtelmezése

hasonlé. 5. bra

Tétel: vektorok 6sszegének komponensei a vektorok megfitenponenseinek 6sszegei.
Tétel: egy vektork - szorosanak komponensei a vektor megieledbmponenseinelk —
szorosai.

Valamely € = c,i +c, ] +c,k térbeli vektor abszoldt értéke:

c| =4/ci +c2 +c?.

A vektornak a tengellyel bezart szdgeit (6. alqpaptosabban iranykoszinwsrzigy szamitjuk:

— Cx — Cy _
cosa = E : cospf = H : cosy =

c

A

c

E harom irdnykoszinusz nem flggetlen egymastol, &kna
kovetked relacio:

cos a +cos f+cos y=1

6. abra

A sikban minden vektort két, a térben harom addemez. Ennek megfel@@n minden
vektoregyenlet két, illetve harom skalaregyenletieéd meg.

MECHANIKAI VEKTORMENNYISEGEK

A mechanikaban tobb, vektorokkal jellemezhetennyiség szerepel. Ezek kdzo6tt szerepelnek
olyanok is, melyeknél a fizikai hatds szempontjadezdpont helyzete Iényeges. Az ilyen
vektormennyiséget kotott vektukkal adhatjuk meg. Ha a kefmbnt athelyezése a fizikai
jelenséget nem érinti, szabad vekbbbeszélink.

Azok a fizikai mennyiségek, melyek ugyan iranyiteglyenes szakaszokkal jellemeshetde
nem a vektorialis 6sszeadas szabalyai szerint ékikiasze, nem vektormennyiségek.

Dimenziéo szempontjabdl a vektorok és komponensain rmosszusagjellégk, hanem a
megfeleb mechanikai mennyiség dimenzidjaval birnak.

VEKTORMENNYISEGEK ABRAZOLASA

A miszaki mechanikaban gyakran szilkség van a vektoyrsgigek grafikus abrazolasara. Ez
egy nyillal ellatott egyenes szakasz és egy alkalmarték (rajzmérték, lépték) felvételével
torténhet. A nyil jeldli a vektormennyiség iranyat, meérték alapjan pedig az abrazolt
vektormennyiség abszolut értéke hatarozhatdé meg.



A mértéklényegében olyan- rendszerint numerikus vagy kuafi utasitas, mely megmutatja, a
rajzban abrazolt egységnyi vektorhossz mekkora dgem mértékegység mechanikai
mennyiséggel egyenértigkA 7. abran egy éwektor lathatd. A két modon is megadott mérték

alapjan az eirnagységatlf‘ =F = 28N.

Az egyeneértékség jele =. 1cm=1N vagy _,_1’_V_+

F

7. abra
[.3. A sztatika alapfogalmai és alaptételei
ALAPFOGALMAK

A sztatika targyalasanal bizonyos alapfogalmakipdluiunk ki, melyeket nem definialunk,
hanem szemléletl illetve korabbi tanulmanyainkbdl ismertnek tekink. llyen alapfogalom

a tér melyre az euklideszi tér matematikajat tekintgilkényesnek.

Ugyancsak nem vizsgaljuk —egyérd- hogy mit értlink idéin és mozgam.

A térbeli és idbeli mennyiségek jellemzése, s egyéb, a mechamkébirdulé mennyiségek
méréséhez mértékrendszert kell felvenni. A tovadida kizarélag a _Nemzetkozi
Mértékegységrendszer (SI: Systeme International Unites) illetve az MSZ900-as
szabvanysorozatban rogzitett mértéekegysegeket  nadizaluk. A nemzetkozi
meértékegyséegrendszer mechanikai mértékegyseégei:étern{m), a masodperc (s) és a
kilogramm (kg). A térben foglalnak helyet az anyagstek. A sztatikabanoként merev
tesekkel foglalkozunk, melyek jellendje: a test pontjai egymastol valtozatlan tavolsagba
maradnak. Egyéle sima felliletekkel hatarolt testékiesz sz6. A testek egymasra gyakorolt
hatasa az ér Az e egysége az 1 newton, jele N, mértékegysémen[$®, hozzaveileg az
egyseégnyi tomegre hato sulydized része.

A testek egymasra gyakorolt hatasa gyakran a tesiakkezése Gtjan adodik at. Példaul két
test, hatasfellletiik kisebb-nagyobb darabjan eglyozaér. Ha a fellletdarab kicsiny, felszinét
elhanyagolva egy ponton érvényesidk tekintjik a hatast, koncentraltegil beszélink. Az a
pont, melyben a hatas fellép, ad etmadaspoyd.

Az elmondottakat a 8. abra szemlélteti. E
vizszintes  tamaszfeliletre  sulyos gomk
helyeziink. A két test (a gbmb és a tamasz
valésagban egy kicsiny, nagyjabol gémbszelet al:
fellleten érintkezik egymassal. Ha ez a fell W
vizsgalatunk szempontjabol elhanyagolhatd niiere 4 ‘
a gomb altal a tdmaszra gyakorolt hatastP a
pontban koncentraltnak tekintjik.

hatasvonal

/

8. abra
Rendszerint megadhat6 egy, a tamadasponton ateggrenes- az éthatasvonal- és azon egy
irany, az ef iranya, mely a hatas pontosabb jellemzésére szolgah{84).
Arrdl az egyenest és iranyrél van szd, melyen azéehatasa alatt allé6 (ponts#grtest
gyorsulva mozogna, ha azéeegyedul hatna. A 8/c abra az gelképes abrazolasat mutatja.
Az aljzatot é6 hatast pontosan jellemezhetjik a tAmadaspontlrag#ijelképoel is. Ez egy



befivel vagy szamértékkel ellatott nyil, mely a hatényat és nagysdgat mutatja. Nem
tévesztend 6ssze az érvektoros abrazolasaval.

Mechanikai szempontbol rendszerint felesleges aymeagra hatast gyakorld testeket
feltlintetni, elegenglcsupan a kérdéses testét Batasokat egy-egy @elképpel helyettesiteni.
Nem mindig alkalmazhat6 a koncentralé ebsztrakcidja.

Olykor a hatas egy test 6sszes pontjan érvényigithkor témeqeirol, vagy térfogati &irol
beszélunk. Példa a testek sulya. Az ilyen megos@ikrél kéibb lesz sz6. A tapasztalat azt
mutatja, hogy az ék hatasa alatt all6 testek bizonyos esetekben nsbagavannak, mas
esetekben tartésan nyugalomban, illetve egyeneslivaegyenletes mozgasban. A sztatika
szamara ez a két utdbbi eset fontos. Ha edyeedszer hatasa alatt allé test tartdsan
nyugalomban marad, vagy pontjai egyenes vonalUrdgigs mozgast végeznek, azt mondjuk,
hogy a test egyensidgn van, illetve a red hatééeendszer egyensulyi @&endszer.

Egyensulyi efrendszer a zéruseris, mely zérusvektorral ,abrazolhatd”. Az egyensul
kulonbo® erdrendszerekkel valdsitjia meg. Példaul a 9. abrdmtattargy egyensulya két
modon valdsul meg: a& abran a targ sulya és a fugileges vonaldik alkotnak egyensulyi
erérendszert. Ab. abrdn a ferde vonalée tartanak

G-vel egyensulyt.

A fuggoéleges vonaldéik rendszere egyenértigka
ferde helyzdt fonalebk rendszerével.
Altalanossagban  két @endszert _sztatikailac
egyenértéiknek nevezink, ha létezik olya
erdrendszer, mely a két @endszer mindegyikéve
egyensulyi efrendszert alkot.

Példankban ilyen harmadikéeendszer & sulyeib.

9. bra
A sztatika tételeit néhany —a tapasztalat altatofia alaptételre, a sztatika axiomaifogjuk
visszavezetni. Ezeket az alaptételeket nem bizokyihelyességiikre a redjuk épiiételek és
tapasztalat egyezeésitkdvetkeztetlink.

AXIOMAK

|I. Ha egy test valamel pontja két ef kdz6s tdAmadaspontja, s adlenagysagat és iranyat a
PA, PB iranyitott egyenes szakaszok abrazoljak, akkioéteet sztatikailag egyenértékegy
olyan eBvel, melynek tamadaspontf, és melyet aPA PB iranyitott egyenes szakaszok

egymashoz (fzésével nyert PC szakasz
abrazol (10. abra).

Az erkre tehat a vektoridlis 0sszegze
szabalya érvényes, azdéewektormennyiség,
beszélhetiink ezért 6sszeiads ered er6rol.

Il. Két e egyensulyanak szikséges
elégseges feltétele az, hogy a kéb &bzos
hatdsvonalu legyen, - azé&rvektorai egymas
ellentétes vektorai legyenek.

10. abra



11. 4bra

A ll. axiomaban szereflersrendszer (a zérusdgrnem szamitva).

Megjegyzés a 11. &brahoz: kiilbnboztessiik megéjeképe mellé irt bét (F,Q), mely az
ers nagysagat illetve az &rabrazold vektor hosszat jelenti, a# eektoranak jelé (F,Q)

IIl: Merev testre hat6é érendszer hatasa nem valtozik, ha egy egyensilyeedszert adunk

hozza, vagy tavolitunk el Ligé.
Kdvetkezmény: a merev testre hatd batasvonalan eltolhato.

Bizonyitds: a 12/a. abran lathaté er6hoz
hozzaadjuk az F,—F vektori, B tamadaspontd
eroket. Ezt a Il. és lll. axioma teszi leeé. Ezutan
—ugyan —csak lll. alapjan- a b. abrérendszeréti
eltavolitjuk az abran athuzassal jeldlt, egyenst
erérendszert. A megmarad tdmadasponti eré
egyenértélk az eredetileg adotA tamadaspontd
erével, mindkett vektoraF .

IV. (Akcio — reakcio — elv) 12. abra

Ha azA test hatasa B testre azF,; er6 ésB test hatasa — ra azF;, efd, akkor

Az ek tehat parosaval jelentkeznek. Feltesszik, hoggshanaluk azonos. A 8. abran
megrajzolt gdmbot és tamaszt még egyszer szemiglt&t abra.

Az a. abra a gomb hatadsat mutatja a tAmaszra, &brb. a

tamasz hatasat a gémbre.

Az akcio és a reakcid altalaban két kulonbdestre hat, vagy

ugyanazon test, kulonbézrészére. Ez utébbira példa e 7
végeivel 6sszeakasztott rugo.

13. abra
MEGJEGYZES
Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az I. Il. és I\ki@ma deformélhato testekre is érvényes. A
[ll. axibma alkalmazasa nem merev testek esetéauésre vezethet.
l. 4. Kényszerek




Altalaban az déik hatasa allo test kozvetve vagy kozvetlenill arélthmaszkodik,
valamilyen modon a talajhoz kapcsolodik. A nyugalimelyzet biztositasa csukldkkal,
rudakkal, tAmaszto fellletekkel stb. torténhetestre hatdé adott, ismert aktivbkon kivil az
elébb emlitett, mozgast korlatozo kényszerek & gyakorolnak. A kényszerek altal gyakorolt
er6k a reakci@. Ezek rendszerint nem adottak. Mindazt kényszlermondjuk, ami a test
elmozditasat korlatozza. A valésagban igen sokf@eon valosul meg a mozgas korlatozasa.
Ha azonban a kényszerek fizikai megvalésitasabantie®d esetlegességeéitteltekintliink, és
csak arra Ugyelink, hogy milyen tipusu reakcioéresrdszert szolgaltat a kényszer, akkor elég
kisszdmu kényszerfajtdhoz jutunk. Az alapvetnyszereket az alabbiakban soroljuk fel.

TAMASZTAS

A test elmozdulasat akadalyozhatja az, hogy a késldéest egy masik —rogzitett- testtel
érintkezik. Ez az utébbi a tAmasztas vagy tamaseabi a tamasztott test. Feltesszik, hogy
az érintkezés egy-egy ponton létesul (14. abra).

Sima hatarol6 felllete&t tételezink fel, ami azt jelent
hogy a fellletek az egymason tokérlcsusztatas eller
nem fejtenek ki ellenallast. A megtamasztott test
tamasztél természetesen el is tavolithatd, csupgano
mozgas van kizarva, melynél a tamasztott test kigadsi
pontja a tAmasztas belsejébe jut. A sima feklléttarolt
tamasztas lényege sztatikai szempontbdl egy olya
reakcioeé, melynek 14. 4bra

- tamasztaspontja a tamasztasi pont,

- hatasvonala a hatarol6 fellletek normalisa a tatasgantban,

- vektora a tamasztott test felé mutat.
A vektor hosszarol kozelebbit csak a tamasztottraehatd efrendszer ismeretében
mondhatjuk.

KOTEL
A testek rogzitése kotéllel (fonallal) is biztositf. Idealis kétée gondolunk a kovetkékben,
mely

- tokéletesen hajlékony,

- nyujthatatlan,

- stlytalan.
Ha a test egy pontjat kétéllel rogzitjuk egy fiXd ponthoz (15. abra), akkorRapont azO-tdl
legfeljebb kodtélhossznyi tavolsagra kerllhet. Miv@zity feladatra a kotél csak megfeszitett
allapotban alkalmas, mondhatjuk, hogy a test kételkapcsolt pontja eg kdzéppontu
gombfelileten tartézkodhat.
Tapasztalatunk szerint a feszitett allapotbar® |&Gtél olyan reakciot gyakorol a testre,
melynek

- tamadaspontja a test rogzitési pontja,

- hatasvonala azonos a kotél tengelyvonalaval,

- vektora a tes#l a kotél felé mutat.
A vektor hosszarol kdzelebbit csak a testre hatteadszer ismeretében mondhatunk.
A fentieket a 15/a abra szemlélteti. Egy gerendgikegyégét kotéllel kapcsoljuk a
mennyezethez, s az ékr jobb attekintése céljab6l a gerendavéget a Kbt@lkilonitve
abrazoljuk. A gerendavéB pontjaban hatd& er6 a kotélvég hatasa a gerendara. Az akcio-



reakcio elv értelmében ugyanekkora, de ellentéges/il eé hat a kdtélvégre is, ez a gerenda
hatasa kotélvégre. A 15/b abra a kotél nyugalnmyzetét biztositdo érendszert szemlélteti: a
kotél végén hatd 8k egyensulyi eirendszert alkotnak, s a kotelet huzasra veszikylggnEz
mindig igy van, nyomoérfelvételére a kétél nem alkalmas.

K
Kotélen a kotél hatasat jelghtreakciot értjuk. A kotél jelképes
abrazolasa folytonos vonalszakasszal és azt lematiorokkel
torténik. Az utObbiak csuklés végkiképzést, illety@ontszei b.
erdatadast jeleznek (15. abra).
K
K
P
a
15. abra

CSUKLO
Az eddig latott kényszerek a test egyetlen ponkammzgasara jelentettek megkotést. Az
egész test mozgasara jelent korlatozast, ha & tedt®. abran lathatd modon régzitjik: a test
alkalmasan kialakitott részén furatot készitiinkazen hengeres csapseedgolunk at. A
csapszeg szabad végei az aljzat medfelel kialakitott részének B B
furataiba illeszkednek.

A csapbdl és a csapagybdl allé szerkezet a csuklo

A csukld a testnek egyetlen mozgaslébéget hagy meg: ¢
test szabadon elfordulhat a csap tengelye koritegtnek a csar
tengelyével parhuzamos eltolédasa rendszerint\gatain.
A csap atméije valamivel kisebb a furaténal. A kozottik atadeatd
valéjaban egy keskeny hengerfellilet-darabon hat.

A valésagos viszonyokat megint egy kissé ideal#d N
feltessziik, hogy a csap altal a testre gyakorakaiéeth egyetlen
hengeralkoton érvényesil.

16. abra
Ha egyszdrség kedvéeért sikbeli képen szemléltetjik a val@édueli viszonyokat (17. abra),
azt mondhatjuk, hogy a csuklés megfogas olyan iéaki biztosit, melynek
- tamadaspontja a csap és a furat érintkezési pontja,
- hatasvonala atmegy a csap (és a furat) kbzéppontjan

Valoban: a testre vonatkozélag a csap tamasztéestjea
tamasztoédr meBleges a kozos éribsikra, tehat athalad a
emlitett k6zéppontokon.

A reakcioebé vektordnak hosszardl, allasarol és iranya
kozelebbit, csak a testre hatd ér@ndszer ismeretébel
mondhatunk.

A 16. &bran részletesen abrazolt kapcsolat jelképes
abrazolasara két lehetséges mddot mutat be a 8. ab 17. abra




’a /2
18. 4bra

RUD

Gyakori rogzibelem a rendszerint sulytalannak tekintett, végebuklds megfogasra
alkalmasan kialakitott ra@.9. abra).

Ha a rid csak a végein — a csapszegek kozvetitéséuagpcsolddik mas testekhez, akkor a
radvégekre hato &k eredi altal alkotott egyensulyi érendszereket a 19/b, ¢ abrak
szemléltetik.

A ll. axioma értelmében ugyanis a radvégekre hatd
er6 egyensulyanak szikséges feltétele, hogy ko
hatdsvonalon, vagyis a rudtengelyeriikidjenek. A
19/b abra huzott, a 19/c abra nyomott rudat széetlé ¢

= =3

A fentiek és az akcié-reakcié elv alapjan belathe b o>
hogy a rad, mint kényszer olyan reakciot jelel '
melynek ——po- D S,
- hatdsvonala egybeesik a rudtengellyel, C.
- irAnya a test vagy rud felé mutat.
19. abra

A reakcioed nagysagarol kozelebbit csak a testre haiteedszer ismeretében mondhatjuk.
Gyakran tort-tengely, vagy gorbe tengetlyrudakat alkalmazunk.

Az ezek altal gyakorolt reakciGehatasvonala a csuklokézéppontok dsszekgtyenese (20.
abra).

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az egyenes- édbgc
tengelyi rad, mint kényszer altal biztositott reakc
hatasvonalardl elmondottak csak akkor érvényesak
a rad veégeken (csuklokdzéppontokon) kivil mas!
nem hat & a ridra. Ha a ridra mashol is hat, exkkor
mar nem allithatjuk, hogy a reakciéehatasvonala a
csuklékdzéppontok 6sszektgyenese.

<+ >
Tovabbi kényszerekkel a kigshiekben foglalkozunk. \/

20. abra



|. Példa
Egy vizszintes helyzét kbzepén F éwel terhelt rad egyik (A) végét csukloval kapcsklpgy
falhoz, masik (B) végén pedig kulonlgokenyszerekkel biztositjuk a rad nyugalmi helyzetét
Feladat: allapitsuk meg a B radvégre haté reakgivényat €s vazoljuk a kényszerre hatét er
is, ha azt alkalmazott kényszerek:

a/ tamasztas (21. abra),

b/ ferde helyzditrud (22. abra),

c/tort-tengelyi rud (23. 4bra).

Megoldés
a/ A szemlélet alapjan nyilvanval6, hogy a rad nasgg (A koruli elfordulaséat) az abra
szerint kialakitott hengeres tAmasz képes megakaatél A tamasz altal gyakoroR,
reakcioeé hatasvonala a tAmasztopontbeli éniatmebleges, vagyis fugieges, s az
er6 a rad felé iranyul. Kulon abrazoltuk a reakcibesllenerejét, azaz a vizszintes
rudnak a tAmaszra gyakorolt hatasat. E k€kérzds R, nagysaga egyéle ismeretlen.

Az A csuklénal ébresl reakciorél most csak 1/:
annyit mondtunk, hogy hatasvonalafmponton %A B
Ra

halad at egyéb adatairdl kdzelebbit még ni |
allithatunk. Az R, e iranyanak Rg
hatarozatlansagat azzal érzékeltettik, hc a b

hullamvonalas éijelképpel abrazoltuk.
b/ A 22. abran lathaté rogzitésmod szint
alkalmas a nyugalmi helyzet biztositasara. 21. abra

A ferde rdad csak végein kap terheléc*
kovetkezésképpen a vizszintes rudra he®

reakcibeé hatdsvonala azonos a ferde rf
tengelyével. Az € B,C iranyu lehet csak, kilonbel, 1F
az AB rad mozgasba jonne. Ezutan mar abrazolh A

(22/b abra) a ferde radra hat@emdszer is. R

c/ Némi geometriai megfontolast igényel ann A
belatasa, hogy a 23. abran lathato6 mabdon a
biztosithatd a ruad egyensulya. AR; reakcio
hatasvonala abbodl a feltétélbadodik, hogy a

torttengelyt radnak csak a végein hatnaklertehét

egyensuly esetén ezek kozos hatasvonala «
csuklékdzéppontok 6sszektgyenese.

22. abra



a 7
Rs

23. abra
A reakcioeb iranya hasonl6 meggondolassal adédik, misiblel

MEGJEGYZES

A reakciok megédllapitasanél l1ényeges az alkalmazényszerek gondos vizsgalata.
Csak annyit allithatunk az egyes kényszerfajtakl attegszabott reakciokrol, amennyit az
egyes tipusok bemutatasa soran altalanossagbarilapé&gé&unk. A kezd gyakori hibja:
,erzes” alapjan jeldl be reakciokat. Példaul a&#anR; -t vizszintesnek véli.

[.5. K6z6s metszéspontl sikbelbmndszer

ERORENDSZEREKKEL KAPCSOLATOS ALAPFELADATOK

Célunkat, a merev test egyensulyi feltételeinsktéizasat oly modon fogjuk elérni,
hogy egyre bonyolultabb @&endszerek esetén vizsgaljuk meg az egyensulytdkdie A
legegyszedibb esetet — mikor két @hat a testre — mar elintéztik: a Il. axibma mordjaz
egyensuly feltételét. Ha egydseendszer hatasvonalai egy sikban vannak, sikligkredszend!
beszélunk. Egyéte ilyenekkel foglalkozunk. Minden esetben két @mnkérdésre kereslink
valaszt:

1/ milyen az a legegysZdib ebrendszer, mellyel az adottéeendszer egyenérték
vagyis mi az direndszer erdije?

2/ mi az efrendszer egyensulyanak feltétele?

KOzZOS METSZESPONTU SIKBELI ER ORENDSZER EREDOJE

Ha egy efrendszer diinek hatasvonalai

- egy sikban vannak,

- egy pontban metédnek.

K&z6s metszéspontu sikbelbegndszemsl beszélink (24. abra).

Kénnyen belathatd, hogy egy ilyenésgndszer erdigének

meghatarozasa azonos egy kozds tdmadaspofiténdszer

eredd — meghatarozasanak feladataval. A k6z6s metsz&sg

erdrendszer it ugyanis eltolhatjuk a hatdsvonalak ment

ugy, hogy az ek tamadaspontja a hatasvonalak koz

metszéspontja legyen. Az igy nyertorendszer ereigének

meghatarozasat a 25. dbra mutatja be egy néileallo,

k6z6s tAmadéaspontuéeendszeren. 24. abra



Az F,,F, erdk eredje |. axioma értelmében azPatamadaspontd,, er5, melynek vektora az
F, ésF, vektorok osszegeF,,. Az el két ebt az F, részereéivel helyettesitve, mar
csak harom ér erdsjét kell meghatarozni. Eljarasunkat megismeételve Rz részeredt
kapjuk, majd ehheF, -et adva, az eredeti®@endszeF eredjet.

25. abra

Az Osszeadas k6zombds, a mbodszer akarhaibplealld erendszer esetén is alkalmazhaté.
Az erds egyetlen &f, melynek

- tamadéaspontja: a hatasvonalak k6zds pontja,

- vektora: az 6sszeték vektorainak dsszegvektora.
Ez utobbi zérusvektor is lehet.
Ha az ered vektorat szamitassal akarjuk meghatarozni, akkiszér is alkalmas deréekszibg
koordinata-rendszert kell felvenni. Kejabntja célszdren a hatasvonalak k6z6s pontja, a
tengelyeket ugy valasztjuk meg, hogy asdkeiranyszogei lehéteg konnyen szamithatdk
legyenek. Az &f iranysz6@ vektoranak ax tengellyel bezart szdge.
Az ered vektoranak szamitasat az I. 2. targypontban ettelitealapjan végezzik. Az eked

vektora F =) F, komponensei az sszetewektorok komponenseinek ¢sszegezésével
szamithatdk. A 26. 4bra jeldléseivel:

n
Fyx =Y Fx =Y F cosa, =F, cosa, +F,cosa, +...+F, cosa,,
1

n
Fy =Y Fy =D F;sina; = F;sina, + F,sina, +...+ F, sina,,.
1

Az eredbvektor hossza és iranyszoge:

F:JFXZ+FY2, tga:i.

I:X

A komponensek szamitasara szolgalo egyenletek
komponensegyenletek vagy  vetlleti egyenletek. A
komponensegyenleteket a rovidség kedvéeért gyaksak a bal
oldalon szereil tikor formaban irjuk, nem tintetjuk fel a
0sszegezes hatarait:

Fy =D Fyx. 26. abra




Felhivjuk a figyelmet arra, hogy azédtomponense, vagy vetilete Newton (N) mértékedyseég
mennyiség.

EGYENSULY

Eléfordulhat, hogy a kdzbts metszéspontirendszer erdige zérusef, vagyis a
vektoridlis 0sszegezés zérusvektort eredményezorEkkkdzds metszéspontuémmndszer
egyensulyban van. Azt a tényt, hogy valamely,F,,...,F, erkbsl allo erendszer

egyensulyi efrendszer, illetve erége zérusef, igy fogjuk jeldini:
(F,F,.....F,)=0.

LI
A kozds metszéspontu sikbeliberndszer egyensulyanak szilkséges és elégségasidettz,
hogy az efk vektorialis ©sszege zérus legyen. A feltétel igesf és analitikus
megfogalmazasban a kovetkez

> Fx =0, > Fy =0

Az egyensuly analitikus feltételéhez megjegyezzhikgy csak a két egyenlet egyulttes
teljesulése biztositja az egyensulyt. Az egvensilglitikus feltétele az érendszer sikjaban
felvett tetsdleges derékszdigkoordinata-rendszerben érvényes. Valdban: hadizzéruses,
tetsdleges koordinatatengelyre vonatkozélag a komporkerisszege — vagyis az eéed
komponense — zérus kell, hogy legyen.

Méasrészt: ha a feltétel teljesil, vagyis egyitky

D> Fx =0, > F, =0, akkor mas, mint zérusenem lehet az eréd

Tetsdleges efrendszerhez meghatarozhatdé egy olyan legegyszer masik
erérendszer, mely az adottal egyitt egyensul§raardszert alkot. Ez a masikegndszer az
adott eérendszer egyensulyozodeendszere, roviden egyensulygoK6zos metszéspontd
sikbeli ebrendszer az egyensulyozé egyetled, enelynek vektora az erédvektoranak
ellentétes vektora. Ha az adotbrendszer egyensulyi @endszer, az egyensulyozo zérdser

az etrendszer vektorsokszoge zart

2. példa
Egy G sulyu gébmbot a 27. abran lathaté modomivejtés fluggleges fallal tamasztunk meg.

A gomb fellletére a lgjtsikjaval parhuzamos Péehnat, a goémb sulyereje a kbzéppontban hat6
koncentralt esnek tekinthed.

Meghatarozanddk a tamasztésikokon énmedkcioedk.

Megoldas.

Induljunk ki a gémbre hat6 aktiv (G, P) és reakdi&e(R,, R; )
vizsgalatabol. Ez egy négy bl alldé, kdzbés metszéespont
sikbeli egyensulyi érendszer. Mivel azR,,R; reakcioebk
hatasvonalai ismertek (nmidegesek a tamaszokra) és tudju
hogy az efrendszer vektorialis 6sszege zérus, egy ddges 0
pontbdl kiindulo és a 28/b abran lathatd maddohaktott
vektorsokszogekkel a reakciékrvektorai eballithatok.

A feladat analitikus megoldasa a koveikézhet:

- a gémbkozéppontban felvesziink egy koordinataszan,

- kiszamitjuk az éik zérussal egyetilkomponensésszegeét,

- a komponensegyenleteltkiszamithatjukR,-t és R; -t. 27. abra




Részletesen:
Y F, =Ry cos0" + R, cosL20" + Pcos210 +Gcos270 =0
D F, =Rysin0’ + R, sin120 +Psin210 +Gsin270 =0

b iEgyszeﬁbb alakban:

RB—RAE—PQZO,
2 2
———— R 3 pl g=o.
Ry 2 2
P+2G
R, = =0577(p + 2G),
SENE
28. abra
R =2P*C _g5770P + ).
V3

Tovabbi, un._grafo - analitikus megolté@z jutunk, ha a grafikus megoldashoz hasznalt

vektorabra vizsgalata alapjan mennyiségi 0sszefelgpd allapitunk meg. Ez a modszer
gyakran gyors eredményre vezet, mint most is. A 2@fardl leolvashaté, hogy:

. 12
R, cos30° = Psin30° +G , R,=P—=+G—
R, = 0577(P +2G).
R, = Pcos30' + R, cos60', R, = V3,P+261
2 J3 2

R, =0577(2P+G).




|.6. Harom eré egyensulya

Kllénoésen gyakran fordulnakéeharom ebbdl allo, sikbeli egyensulyi érendszerek.
Megmutatjuk, hogy amennyiben nem parhuzamokrérvan sz6, az ilyen érendszer mindig
k6z0s metszéspontu (sikbeliperndszer.

Legyen ugyanis egy ilyen@endszer harom erég F,F,,F, (30. abra).

Helyettesitsunk két 6t —-mondjukF, -t ésF, - at —
erdbjukkel, F,, - val. Ennek hatasvonala atmec
F,ésF, hatasvonalanak k6z6s M metszéspontjan, :
letezik, hiszenF,ésF, nem parhuzamos.

Mivel egyensulyi  efrendszerfl van  sz0
(Fl,F23)=O, kovetkezésképpen F,,F,, k0z0s M A

hatasvonall. M rajta vak,, hatasvonalan, az M pon

an

£/ &

ennél fogvaF, hatasvonalan is rajta van, tehat M

harom adott €r hatdsvonalainak k6zds pontja.
A kozbs metszéspontu sikbeliGegndszerrel
kapcsolatban elmondottak természetesen a ha
erdbol allo kdézbs metszéspontu éeendszerre is
érvényesek. 30. 4bra
E targypont a megé&tohoz képest annyiban mond Ujat, hogy bizonyos fdi&tesetén
(az eBk egy sikban vannak, paronként nem parhuzamosagkh@&gpm ebbdl all6 egyensulyi
erérendszer csak kd6zos metszéspontu lehet. Olykor eég¥l allé erendszerek egyensulyat
is a fentiek alapjan vizsgalhatjuk, ha a nég§bér
kettot az eredjukkel helyettesitlnk.

3. Példa

A 31/a abrén lathatd, ferdén elhelyezett AB rudat
csukloval (A) és a rudra mideges kotéllel rogzitjuk
(C). A rud B pontjaban G érhat

31. abra
Hatarozzuk meg aR, reakciot és aR. kotélebt.

Megoldas.
A radra harom € (31/b abra) hatG,R,,R. (a rud

salyatdl eltekintiink)G, R,,R. ) = 0.
Ezek az gk nem parhuzamosak, hatasvonalaik € F AN
pontban metsidnek. L_ \\
Ry M —-—
- Ry

31. &bra
A hatasvonalak k6z6s M pontja kijelolied ésR. hatasvonalanak metszéspontjakent.




Az A és M pontok 0OsszekotéséveR, hatasvonala ismertté valik, igy a vektorabra
megszerkeszthé&t A vektorabrardl leolvashaté, hogy

R, =G, R. =+/2G = 141G

MEGJEGYZES
A harom eé egyensulyi feltétele alapjan mar pontosan megdkdratarozni az 1. példaban
szereph R, jelii reakcioebket. Tegyuk teljessé a megoldast!

|.7. Az er6 nyomatéka

Legyen adott a sikban egy Férs egy P pont (32. abra).
Ha a pontnak az érhatasvonalatdl mért tavolsaga k, akkor aimek a pontra vonatkozo
nyomatélan (forgatbnyomaték) a kovetkegkalaris mennyiséget értjik:

M_=+kF (Nm). o

P < e y
Pozitiv ebjelet veszink, ha az &riranyaba nézve a F / \\K\
nyomatékvonatkoztatasi pont azowk balra fekszik. A k =
tavolsagot az ér(P-re vonatkozo) kg@nak is mondjuk Zérus ¢
nyomaték értéke, ha vagy azéewvagy a kar zérus. Ha a r

egymastol kulonbdy F, és F, erdknek egy pontra vonatkoz(
karja k;, illetve k,, akkor a két dmek a pontra szamitott
nyomatéka pontosan akkor egyeria teljesul:
32. abra

Fl —_ k2

Fo k)
Tétel: (nyomatéktétel) ének egy pontra vonatkoz6 nyomatéka eg§etdtsdleges két
Osszetetjenek nyomatékdsszegével ugyanazon pontra.

Bizonyitas.

Vélasszuk a tetgteges 0 pontot egy derékstibgoordinatarendszer kedgontjaul (33. abra)
és bontsuk az adott Fééderekszog 6sszetedkre.

Irjuk fel az 6sszetalk 0-ra vonatkoz6 nyomatékat:

xF, - yF, = xFsina - yF cosa = F(xsina - ycosa) = aF = M.

a
A jobb oldalon szereph szimbdélum az F ér O-ra
vonatkozé nyomatékat jelenti. y

Azokban a kulonleges esetekben, mikor P azono:
tamaszponttal, illetve rajta van a hatasvonalontétel
nyilvanval6, illetve hasonléan lathatd be. A tete ,l
derékszof§ Osszetetkre bizonyitjuk, de altalanosal
érvényes, nem deréksAbgsszetedkre is.

33.4bra



Néha szikség lehet a nyomaték grafikus aton tértémeghatarozasara. llyenkor a
kovetkedképpen jarhatunk el,
(34. abra). Ha az F &p pontra vonatkoz6 nyomatékat kivanjuk meghatardmmtsuk fel az
F et S,S, 0sszetetkre oly médon, hogy az egyik 0sszetdatasvonala atmenjen P-n.
Ekkor

ME =M3 =kS =kp.
Ezek szerint, ha P-n at F-fel parhuzamos egyenesirik, ebBl SésS hatasvonalai olyark;
tavolsagot metszenek ki, mely p-vel szorozva —égferedd elsjellel ellatva- a keresett
nyomatékot adja.
Megjegyezzik, hogy a&,,S, segedeik kilonleges megvalasztasa nem lényeges, a 34 abra
szaggatott vonallal jel6lt megoldas is helyes.

M7 =k, [p=kp.
A vektordbran mindent, tehat p-t i lf-
erdléptékben kell mérni, az @&t abrajan P
pedig rajzmértékben. Sa p
MEGJEGYZES Sa > 1
Rajztechnikai észrevétel a 33; 3.
abradhoz: a jegyzet abrai nem mindenb /Ar
kovetik a niiszaki rajzi szabvanyokat —T~—_] K
Lényegében a tavolsagok és a sz0Oc ; \\\\
megadasaban tértiink el. Ennek oka:
nyilat, mint rajzjelet kizarélag 8k,
illetve egyéb vektormennyiségek &brazolasara tafgon. 34. abra

4. Példa

Adott egy szabalyos haromszég A, B, C cslcsa.

Keressik azon F @wvektorat és hatasvonalat a haromszog sikjabarynelehyomatékai a
haromszdg cslcsaira a kovetidez

ML =M =-M[, My : pozitiv.
1. Megoldas.

M =M¢ : ebll kovetkezik, hogy az A és C pont ader
hatasvonala altal kettéosztott sik ugyanazon részean, a hatasvonaltol egyénévolsagra.

A feltételeknek megfelélhatasvonalak kozé tartoznak a folytonos vonadlglalt egyenesek a
35. abran.

ME =-M[ : ebl®l kovetkezik, hogy a C és B pont a-~
er6 hatasvonala Aaltal kettéosztott sik kulonbo
részében van, a hatasvonaltdl eg§etdvolsagban. A
feltételeknek megfelél hatdsvonalak kdzé tartoznak
35. abra szaggatottan rajzolt egyenesei.

A megadott feltételek mindegyikét kiel&giterd
hatasvonala az abran pont-vonallal megrajzolt egye
melyen az dijelkép nyila a nyomatékok @&klémsl
allapithaté meg. Az émagysaga igy adodik:




ME:kF:%(cossw)F:%gF, F=—2 MF,

V/3a

2.Megoldas
Az M =M/ feltételsl kovetkezik, hogy a hatasvonal parhuzamos az Aggmessel, tehat

metszi az AB egyenest.
Bontsuk fel F-et az AB egyenesréds és arra mélegesF, dsszetebkre.

Mi =Mz =-M], ebl®l kdvetkezik, hogyF, az AB tavolsag feldégpontjan megy at (36.
abra).

MgzaﬁFl, F, = 2 M7,
2 av3
4 2 4 2
F= ':12'“:22 =\/_2(M/E) +_2(M£) ’
a 3a .
B
36. abra
4
F=—2z=M].
a3

[.8. Sikbeli parhuzamos eérendszer
Parhuzamos érendszemek nevezzik a parhuzamos hatasvondk emdszerét (37. 4bra).

Egyebre feltesszik, hogy a hatasvonalak egy sikl
vannak, vagyis_sikbeli parhuzamossrendszeekkel
foglalkozunk.

37. abra

KET PARHUZAMOS ERD

A legegyszdibb parhuzamos é&rendszer két ébol all. llyen két eé6 6sszegezésére az |.
axioma kozvetlenil nem hasznalhaté. Megmutatjukgyhaz ilyen efrendszer ergje —
bizonyos kivételes esétteltekintve- egyetlen ér

Adjunk a lll. axioma alapjan az add®, F, edrendszerhez (38/a. abra) e§y, S, egyensulyi
erérendszert (gy, hog$, = -S, legyen (38/b. abra). Nyilva(F,,F,) = (F,,F,,S.,S,)
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38. abra

Ezekkel az érendszerekkel egyenérielaz F,,S illetve F,,S, ek eredibsl allo F' és F”
erérendszer a 38/c. abran. Ez utébbirendszer F ekije viszont mar az |. axibma alapjan
meghatarozhato. Latni fogjuk, hogy F parhuzantgésk, ervel. Hogy ez utobbi allitast
igazoljuk, végezzik el a latott Osszegezést a nw§feerdvektorokkal a 39. abran.
Megjegyezzik ehhez az abrahoz, hdgyS, segédeiket célszel, de nem lényeges az abran
lathaté modon felvenni. Az erédhatasvonala a T ponton megy at, vektdfax F"
Mint az abrabdl kiinik:

F=F+F/=F +F,

jelolt haromszdgeinek hasonldésagabol kovetkezigyho
4 _d,. d _F

A hatasvonal helyzetére vonatkozdllag az abra péassa 'LT

F, F d, F Fl B "
Az ered hatasvonala az Osszebkvhatasvonalai Kozt ) fvl
tavolsagot az ék nagysaganak aranyaban osztja f = KNG
mégpedig ugy, hogy az d&ra nagyobbik €hdz van Hy. T N
kozelebb. Abban az esetben, ha a kilodbbagysagu : SN
F.éskE e iranya ellentétes, hasonlo gondolatmenei k)
jutunk célhoz Eredménytnk birtokaban mar meg tudna
hatarozni tébb ébol alld parhuzamos érendszer dy d;
eredjét is. Ezzel a problémaval és az egyens "
feltételeivel azonban csak a kdvetkezargypontban
foglalkozunk.

(N

39. &bra
lgazoljuk még, hogy a nyomatéki tétel két parhuzamed esetében is érvényes.
Elérebocséjtunk egy észrevételt: a 40. abra alapj&thaed a
kovetked nyomatékszamitas helyessége:

ML =—(a-x)F =-aF +xF =M} +xF . L
F BT » 1A
Ezen észrevétel, a 39. dbra ésMz* + M = edyenbség a
alapjan egy tetsiteges P pontra (41. abra) a parhuzamék e l
nyomatéka:

40. abra



- a két eb hatdsvonala nem azonos.

Az epar ebinek kozds F nagysaga azépar alaga, a
hatasvonalak egymastol mért k tavolsaga épaarkaja.

A hatasvonalak altal meghatéarozott sik d@par sikja. Az e¥par 41. abra
nem egyensulyi érendszer, noha azé&endszer vektoridlis

0sszege zérus. A tapasztalatbdl tudjuk, hogpérhatasa alatt

allo test (forgd) mozgasba jon.

ME*2 = M +xF, + M +xF, = x(F, +F,) = xF. F
EROPAR
AR r,tp A 7
Az erdpar(42. abra) olyan két ébdl allo erendszer, melynek
- vektorai egymas ellentettje,

Tétel. £
Az epar nyomatéka sikjanak barmely pontjara allando, F

egyenb az ebpar karjanak és alapjanak dglles) szorzatéval.

Az erpar nyomatéka a két alap nyomatékainak algebrai

0sszege. F

Bizonyitas.
Az egyik alaptol tetsileges x tavolsagra 1éWP pontra 42. abra
(43. 4bra) a nyomatéM , = (k + x)F -xF =k.F.

Mint lathatd, az e€par nyomatékanak szempontjabdl

nyomatékvonatkoztatasi pont helyzete kdzombos. BEdptt
erdpart végtelen sokféleképpen atalakithatunk veleeefy
nyomateku diparokka. Nyilvanvalo, hogy egyeéninyomatékd g
erdparok esetén nagyobb karhoz kisebb alap tartozfkrégva,
kisebb karhoz nagyobb alap.

A 44. abran lathat6 radra f karu, F alap@pér hat (az
eropart most nem éjelképpel, hanem vektorokka
abrazoltuk). Ha olyan fF =M nyomatéki és a

radtengelyre meéileges alapu épart mikodtetiink a ‘.
radra, melynek & A pontban, illetve attol x i
tavolsagban hatnak, akkor az x tavolsagban F F .,
erévektor végpontja hiperbola-agat ir le. Valéban: a -+ ?0_ .
fF =M =xQ, SEIVS .
X AL f 8 |
X
44.abra
Tétel.
Két egyenb nyomatéku eipar sztatikailag egyenértigk
Bizonyités.

Legyen a két egyetilnyomatéku dipéar az f,F, = F, illetve k,Q, =Q, adatokkal jellemezve
és tegyuk fel, hogy a kétdrar ebi nem azonos allasuak (45. abra).




Azt kell igazolni, hogy talalhatunk olyar

erérendszert, mely az adottéeendszerek (a Q

két ebpar) barmelyikével egyensulyban vai B 2

Legyen, a megfelél hatasvonalak Q, Q,

metszéspontja A illetve B. Azt allitjuk, hog

az A és B tamadasponti; Q,illetve-Q, A /é

vektort eérendszer ilyen. Az nyilvanvald. Fr ’

hogy ez az utobbi érendszer aQ,,Q,

erdparral egyensulyban van. Hogy

masikkal is, az igy lathato be:

irjuk fel az A tamadaspont(F,ésQ ek

nyomatékat B-re.

Feltételiink szerint 45.4bra
fF, —kQ, =0.

q,

N

E két eb erdjének hatasvonala tehat atmegy az A és B pontdtipreea B pontban hato
F,,Q, ek eredvektoranak ellentettje. Ezért az A pontban h&gQ, és a B pontban hato

F,,Q, kdz0s hatasvonalu, egyensulybremdszer.

Az egyend nyomatékl, de parhuzamos alap@parok egyenértdiségének igazolasa
meég egyszéibben lathato be.

Az eddigiekldl kitiinhetett, hogy sztatikai szempontbdl egy ismert sikpar egyetlen
Iényeges adata a nyomatéka.
sajat sikjaban. Eppen ezért adgpgrt gyakran csak egy koriv alaku nyillal, agpérjelkémpel
abrazoljuk (46. abra).

A nyil a kdriven egy forgasmédot szab meg. Ha edgramutato

jardsaval ellentétes, a nyomaték pozitiv, kilonhegativ. Az

eropérjelkép mellé irt mennyiség a nyomaték abszatédkét és

meértékegysegét jeldli. Néha azépar karja elhanyagolhatéa C M=20mN
kicsiny. Példaul ha a 47/a 4bran lathatd rad fardiéngeres

testet tolunk at s a hengerrémart mikodtetink, akkor a ruda

er6 hatas afparral jellemezhét amint a kinagyitott abrarészlet

mutatja. 46. abra
A furat kis méreteit elhanyagolva azt
mondhatjuk, hogy a rudra koncentralégdir hat
€s a 47/b abrarészlettel abrazoljuk.

Tétel. Két (kozbs siku) épar erdje olyan
eropér, melynek nyomatéka a két adotéper
nyomatékanak algebrai 6sszege.

Bizonyités.

Legyen a két éparM, illetve M, nyomatéka
pozitiv, egymastél kulonbéz Az ewBparok
atalakithatok egyedlalapu és kulonbdz karu
erdparokka (48. abra) ugy, hogy 47. abra




kF=M,, k,F=M,.
(Ezek az dafparok fentebbi tételink értelmében sztatikailag eegytékiek az eredeti
eréparokkal.)

Ha a két efpart sajat sikjaban agy mozgatjuk el, hogy I

ellentétes iranyl alap egybeessék, akkor ezekeigpa az £ 1‘; £
erérendszer ereige egyetlen F alapu é& +k, alapu, tehat

M, +M, nyomatéku eipar lesz. Ha a nyomatékok égdle Ki | Ka
killonbdd, a bizonyitas akkor is hasonlé. ' - -

48. abra

ERO ES EROPAR
Tétel. Eré és eépar eredje egyetlen €, melynek vektora egyehiaz adott & hatasvonalatol

3 tavolsagra van, ahol M azégér nyomatéka, F azéenagysaga.

Bizonyitas.
Legyen az adott épar nyomatéka M, az @F (49/a abra). Az épar eballithaté F alappal és

k = % karral a 49/b abra szerint.

e -~
/ N/ ™
\ Fl )= r
\ / \ /
N / \\\” r /
’ a b. ¢
49. abra

A kapott eérendszerbl elhagyva az egyensulyban & ,—-F vektort ebrendszert, egyetlen,

a tételnek eleget tévF vektoru eét kapunk. Arra vonatkozolag, hogy az efeml megadott
erd hatdsvonaldnak melyik oldalan lesz, a kévetkewndhat6: ha M pozitiv , akkor azéer
iranyaba nézve a hatasvonal jobb oldalan leszdézest, killbnben a bal oldalon.

Er6 és eépar a fenti tétel értelmében nem alkot egyensutyiemdszert.

Erépar eBparral egyensulyban lehet.

MEGJEGYZES

Vigyadzzunk arra, hogy az .&par’ és a ,nyomaték” elnevezéseket a megbelbelyen
alkalmazzuk, és ne keverjuk ossiet. Az egyik egy direndszert, a masik egy mennyiséget
jelent.



5. Példa
Az 50. abran lathato sulytalan rudat csuklo ésarsifvezetett kotél segitségeével rogzitjik.

A rad B pontjdban M nyomatéku koncentrdltgr hat. a=1m (-\
Allapitsuk meg az R, reakcioebé és a kotélagakbar M=700m~j;&;<\§‘:
miikodo erok nagysagat. U
Megoldas.
Vizsgaljuk a rudra hato éket! A M C D
C és D pontban egyeninagy S ek hatnak. Ez rogton §_—F { } -
belathatd, ha a csiga egyensulyat vizsgaljuk (bda)a A\ a 24 a a

50. abra
Az A pontban hato reakcidggs a és a C,D pontokban hat6 25q |
ersk eredje az M ebparral egyensulyban van. Az Soer < : ﬁ‘
eredbje az A&bran pontvonallal megrajzolt hatasvona t :
felfelé” hat. Mivel az M eéparral csak épar tarthat i4 -~ S ! SI
egyensulyt, kovetkezik, hogyR, ,lefelé” iranyulo, 2S $—— ﬁ" §
nagysagu & Most mar konnf kiszamitani a kereset 1RA M C D
ertékeket:

51. abra

EaZS:M, S=M:@, S=20N, R, = 40N.
5a 5.1

1.9. Sikbeli altalanos erendszer

EREDO

Az olyan sikbeli efrendszert mely nem kdz6s metszésponti és nem p@édniosz_sikbeli
altaldnos eirendszemek (szétszort érendszer) nevezzik.

Az ilyen ebrendszer ergjéhez ugy fogunk eljutni, hogy az adotibendszert sztatikailag
egyenérték, egyszeibb ebrendszerré alakitjuk.

Az 52/a abra szemlélteti egy adott —flEit allo- erendszer el§ masodik és n-edik &ét.

Ezzel egyenérték ersrendszert kapunk, ha azéeendszerhez tovabbi —egyensulybanstév
erdket csatolunk oly médon, hogy egy tétflegesen felvett P ponthoz, mint tamadasponthoz az

F,.—F,,F,—F,,...,F, ,—F. vektor( ebket rendeljiik (52/b abra).

H n?
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Ezt a lll. axibma alapjan megtehetjiuk. Az azonodeii erokbél egy-egy eét €s ebpart
képezve az 52/c abran lathatg, F,,...,F, ebdl és M,,M,,...,M eparbdl allo rendszert
nyerjuk.

A koz0s metszéspontk,,F,,...,F, erdket egyetlen P keZghontl ered ersvé, a kdzos siku
M,,M,,...,M_ eparokat egyetlen erécroparra 6sszetéve, az eredetirendszert egy vele
egyenérték, F ebbol és M ebparbol allé rendszerré alakitottuk (52/d abra).

Az imeént latott eljards az @endszernek egy pontra val6 redukalas

Vegyuk észre, hogy F a P pont valasztasatol fluggetiovabba hogy F €s M barmelyike
esetleg zérus is lehet!

Az 52/d abran lathato rendszer F és M ért@kéggéen még tovabb egysimitheb:

F£0OM %0 F£Z£0,M =0 F=0M=#0 F=0M=0
AzF, M egyetlen egyetlen egyetlen zérused
rendszer erd erd eropar (egyensuly
ereddje: van)

Lényegében harom eset van tehat: @ed, ered eropar és egyensuly.
Az F £0,M £0 és azF # 0,M = Oesetek kdzt csak annyi a killonbség, hogy aredstben
az ered hatasvonala nem megy at a P redukalasi ponton.

AZ EGYENSULY ANALITIKUS FELTETELE
Még egyszer megfogalmazzuk a fentieket, az anaditiggeometria nyelvén. A tetdegesen
valasztott P pont most legyen egy X, y koordinétadszer kezipontja (53. abra), és tekintsik

ismertnek az, ,F,,,F,,,F,,,..., F,, F, elkomponenseket,

Valamint az x;,X,, ¥, Y,,-.-, X,, Y, tamadaspontokat. Az abra az adotirendszer it nem

tinteti fel. Az ebk O-ra tortént redukalasaval nyert k6zos metszédspabrendszer F
eredjenek komponensei.
lgy szamithatok:

F=>F. F,=>F, ([=12..,n)

Az ered e irAnyszoge és nagysaga:

F
tga:F—y, F=JFS+F/.

X

/
/
Az 52/c abran jel6lt éparok nyomatékai most azonosak . EV/
egyes etk O-ra vonatkozé nyomatékaival. Ezek 0{ LS L4 *
nyomatéktétel alapjan szamithatok; algebrai 6sdzeal M 7 K X

ered edpar nyomatéka:

M =Mg"™ = Z‘Xi Fy = ViFu, |i = 12""’n|' < /




AmennyibenF # 0,M # Q még meg kell hataroznunk az efexl6 hatadsvonalanak helyzetét.
Az ismert tétel szerint a hatdsvonal az O porktgl? tavolsagra lesz, ha F iranyaba nézlnk,

akkor pozitiv nyomaték esetében O-tél jobbra, kilEmbalra. Mas megoldassal igy tehetjuk
egyértelniivé az ered e helyét: meghatarozzuk a hatasvonal és —példaulx &ngely
metszéspontjat. Ha az efeckt e pontban bontjuk Osszetdwe (53. abra), akkor a
metszéspont koordinatajat -vel jeldlve:

XFFy:M, Xe :F—.

y
Az egyensuly fennallasahoz kell, hogy

F=0,vagyis » F, =0, > F, =0
Tovabba M=0, tehat Z(xi Fy — Y, F,)=0 legyen.
Ezek az egyensulynak sziikséges és elégsegesléeltéte

AZ EGYENSULY GRAFIKUS FELTETELE

A sikbeli altalanos érendszer ergfjét egy mas megfontolas utjan is meghatarozhaguk.
modszert egyszéseg kedvéért harom @dl alld ewrendszeren mutatjuk be, tefbzges
szamu afbdl allo rendszer esetén az eljaras hasonlo.

Legyen az adott érendszel(F,,F,,F,) /54. 4bra/.

“kotélsokszag

54. abra

Helyettesitsik ezt az @endszert egy kulonlegesen valasztott, vele egy@hiermasik
erdrendszerrel a kovetkézmodon: azF, erst helyettesitsik olyar§, S, erskkel, melyekre
fennall:

S+S =F.
Az F, et hasonlo tulajdonsags,, S, erdkkel helyettesitsik oly médon, hogy

S, ésS hatasvonala k6zos legyen,

S, =-S, teljesuljon.



A helyettesid errendszer tobbi elemére hasonld feltételek teljeddiinlyen médon a
vektorabran a segédir vektorainak lesz egy ko6zos pontja, az O péluspiat szabadon
valasztjuk meg.

Ekkor (Fl’ FZ' FS) = (Sl’SI ’SZ'SII ’S?;' SIII )
Mivel (S,,S,).(S,.S,) paronként egyensllyban tverskbsl &ll, melyek a Ill. axiéma
ertelmében elhagyhatok, nyilvan:

(Fl’ Fz’ Fs) = (Sl’SIII )
Ez utdbbi efrendszer ergije —mely egyben az eredetibegndszeré is- az abran leolvashaté
modon megszerkesztidet Sés§, hatasvonalanak metszéspontja megadja azé eesdl
hatasvonalanak egy pontjat, az érgdktora pedig a vektorabrabodl nyemhet
Az S,S,,S,,... erendszer hatasvonalai altal alkotott torottvonavenéodtélsokszogAz
elnevezés magyarazata: egy végein rogzitett, kawrddeaikkel terhelt kotéldarab egyensulyi
alakja ilyen toréttvonal.
Hogy a sikbeli altalanos &endszerek lehetséges dfetblott attekintést nyerjink, elegetid
az S,S,,S,,... helyettesii edrendszert vizsgalni, hiszen ez egyenéitéz F ,F,,...,F,
erérendszerrel.
Ha a helyettesit ersrendszer els és utolsd €enek vektorialis 6sszege zérustdl kilonbozik,
mas széval aF,,F,,...,F, vektorsokszog nyitott, az eredetbendszer erdije egyetlen d.
Ezt az esetet szemlélteti az 54. abra.

Ha a helyettesit edrendszer els és utolsd érenek vektoridlis dsszege zérus, két eset
lehetséges.

wn

S

Ny

SIV
55. abra

Ha a helyettesiterrendszer els és utolsé dije killonbdsd hatasvonall, akkor a helyettésit
erérendszer —és az eredeti isémrral egyenérték llyen esetet szemléltet az 55. abra.

Az erépar alapjaS, = S,, , karja k.

Ha a helyettesit erérendszer els és utolsé dije kdzos hatasvonall (zart vektorsokszdg
mellett), a helyettesitersrendszer, s a vele egyenéiiéredeti efrendszer is egyensulyban
van (56. abra).



A

56. abra

MEGJEGYZES
Az 54. abran az erécatasvonalanak megszerkesztéséhez elédende csak a kotélsokszog
megrajzolasa, a helyettasitersrendszer nélkil. Ehhez szikségtelen a helyeitesiik
vektorainak feltiintetése, elegéndsak a polust az adott 6eendszer vektorsokszdgének
szogpontjaival 6sszekotni. Az igy nyert polussukeab parhuzamosakat hlzva (a megfelel
hatasvonalak k6zott), marééllithato egy kotélsokszog.
Felhivjuk a figyelmet a sikbeli altalanossemndszer egyensulyanak feltételét jebehtirom
egyenletre. Gyakorlati alkalmazasukat a koveikérgypont ismerteti.
1.10. A sztatikai feladatok megoldésardl
Mar az eddigiekdl is kitiinhetett, hogy a sztatikai fogalmak és tételek puszégértése nem
mindig jelenti egyuttal azok alkalmazni tudasatNgs széval: az elvek ismerete nem elég,
feladatmegoldd képességet is ki kell alakitanirébpemak megragadni tudasa, a megoldashoz
vezet) Ut megtalaldsa és a logikai biztonsdg megszerodsét szdmos feladat ©6nallo
megoldasa utjan sikertdil.
Mégis, fel lehet vazolni a sztatikai feladatok mielgsanak egy altalaban koveihéitjat és ra
lehet mutatni bizonyos —keé&kihél gyakori- hibakra.
A megoldadsmenet &ltalanossagban a kdvétkez
1. Megeértjiuk az adott fiszaki problémat.
(Itt csak a probléma sztatikai oldalara gondolunk)
2. Megalkotjuk a probléma modjéi.
Ez rendszerint az adott szerkezetek egysitt vazlata, mely a szerkezet sztatikai
szempontbdl Iényeges elemeit tartalmazza, a szetrkelzato dikkel egyiitt.
Kiloénleges figyelmet igényel azée helyes szambavétele.
Gyakori hibak:
- létesd ersket melbz, nem léted erdket tartalmaz a vazlat,
- egyes afk hatasvonalat,é iranyat kelb indoklas nélkil, a kényszerek - megszabta
feltételeket figyelmen kivil hagyva veszink fel,
- az akcid — reakci6 elv figyelmen kivul hagyasa.
Tobb részbl &ll6 szerkezet esetén célster szerkezetet részeire bontani, a medfelel
erdkkel egyditt.
llyenkor a belé reakcidéerokr 61 nem szabad megfeledkezni.
3. Felirjuk az egyensulyi egyenleteket.
Rendszerint a szerkezetre haté kiNsgy bel$ reakciok meghatarozasa a cél. Ha az
egész szerkezet egyensulyban van, részei is edybasuvannak, igy részeire is
felirhatjuk —amennyiben sziikséges- az egyensujgrdgteket.
Figyelmet érdemel —mert kevesebb szamitasi muni€dneenyezhet- a koordinata
rendszer célszémegvalasztasa.




4. Kiszamitjuk a keresett ismeretleneket.
Ezt a lépést is éerdemes korultekiem végezni. Alkalmas szamitasi sorrendet kdvetve,
példaul ismeretlenes egyenleteket kell megoldan@gyetlen, tobbismeretlenes
egyenletrendszer helyett.

5. Ha lehetséges ell@nizzik eredményeinket.
Ez jelentheti a szamitott értékeknek mas modon dapél szerkesztéssel- toréén
ellerrzését, és jelentheti az eredményeknek az ereddiszaki probléma
szempontjabol torténmeérlegelését.

MEGJEGYZES

Kezdetben ugyiinhet: ,ahany feladat, annyi megoldasi oOtletre vailkség”. Némi rutin

megszerzése utan felismerjik, hogy aékenelyes szambavétele utan rendszerint csak az

egyensulyi egyenleteket kell felirni (esetleg nemindegyiket).

A kovetkedkben a rovidség, illetve a konnyebb kovetiség kedvéért a kovetkez
jelolésekkel élunk:

D> F, helyett: -,

> F, helyett: 1,

D> Mg herett:(P\

~—>

6. Példa
A vizszintessat szOget bezard, 3a hosszusagu, rudakbdl és csigakbd&szerkezet az 57.
abran lathaté médon van tAmasztva, illetve kotgitségével rogzitve.
A csigakon atfuté kotél segitségével 2G=4kN sulgthét akarunk felemelni. A kotelet
csorbvel mozgatjuk.
Kérdés: mekkora érébred a rogzétkdtélben, egyenletes teheremeléskor, milyék batnak

a szerkezet alsé végeével érintkedzszintes és fuddeges siku tamaszokra?

Megoldas.

A probléma mechanikai modelljének megalkoté
céljabdl bizonyos feltevésekkel élink.

Feltesszik, hogy

- a szerkezet sulya a teher sulyahoz kég
elhanyagolhato,

- a csigak kisméréek, 26
- a kotél idealis,

- srlédas nincs.

A szerkezet szimmetrigjat kihasznalva, csak egye
ruddal és G=2kN terheléssel foglalkozunk.

7

57. abra
Noveljik gondolatban a csériltal az emélkotélre gyakorolt dit O-t6l G-ig. G elérésekor
meég a szerkezet minden része egyensulyban, illegyenashoz képest nyugalomban van.
Vizsgalhatndnk minden rész egyensulyat kulon — rkiléd feladatunk szempontjabdl
elénydsebb ugy eljarni, hogy egyetlen szerkezetnekntigk a radbol, csigakbdl és az



emebkotélnek a csigak kozti darabjdbdl allé rendszate (szdmitva a csigékkal érintkez
kotéldarabokat is).
Az igy definiélt rendszerre hatoskra kovetkesk (58. 4bra):
- a kotélvégekre hatdo G nagysagdlkemelyet a csigak kis méretei miatt a radvégen,
illetve a rad als6 harmadaban hatonak tekidthet
- a rogzit kotél altal gyakorolt S ér melynek iranya (éppugy mint az
emebkotélnél) a kotél hazott voltabol adédik,
- atamaszoknal ebrécero.
Ez utobbirdl annyit mondhatunk, hogy olyaié,anelynek hatasvonala kozélgg a
tamasztésikok altal meghatarozott D ponton halaB@ttosabb képet a kinagyitott
abrarészlet mutat.

Végeredményben a probléma modellje egy alsé végésikkal megtamasztott sulytalan rad,
melyre a felsorolt, ismert iranyt
koncentrélt etk hatnak.

Ezek koziul a D-ben haté d@rek iranyat
nem ismerjik. A szamitdshoz szikséc

koordinata — rendszert vegyuk fel az 5 /4
abran lathat6 modon (a koordinata
rendszert a kébbiekben gyakran nen 7D

tintetjuk fel). Miebtt a szamitashoz
fognank, megjegyezzik még, hogy a
pontban hatdé ét Osszetefkre bontva
tuntettik fel. Célszér pozitiv
komponenseket feltételezni, a szamit
eredményeképpen adodd,,D, fogja

megmutatni, milyen irdnyd a két dsszétev 58. abra
- D,+G+S=0

(D\ 3acosaG - 2asinaS—-asinaG =0

—>

A masodik egyenletid maris eredmeényt kapund, =G = 2kN .

Az els egyenletet 2-vel szorozva, a harmadikat egysieme, a kovetkaz egyenletrendszert
kapjuk:

2D, +2G+2S=0
3Gctga —25-G =0

A két egyenletet 6sszeadva:

2D, +g(1+3ctga) =0,
D, = —%(1+ 3ctga ).



A D-ben haté & vizszintes 6sszeté)e tehat balra mutat, mint vartuk.
A rogzis kotélben eredl S ebt a - egyenletbe valo helyettesitéssel szamithatjuk:

S=-G-D, =-G +%(1+ 3ctga),

S= %(3ctga -1).

S csak addig pozitiv migctga >1, vagyis hax < arc ctg% =7134.

Ha a ennél az értéknél nagyobb, S iranyanak az abithatéirannyal ellentétesnek kell
lennie. llyen irAnyl €it azonban a rog4itkotél nem fejthet ki, csak rud.
Eredeti problémank szempontjabol tehat arra a kéeéttésre jutottunk, hogy bizonyos
hajlassz6gon felll a rogzités mar nem biztositkatéllel.
Végul nézzuk, milyen numerikus eredményekre jutpink
a =60 esetén
D, =°— 250kN, D, =2kN,  S=05kN.

[.11. Eqvensﬂlyozési feladatok )
CULMANN - FELE SZRKESZTES

Gyakran ebfordul, hogy egy adott érendszert egy bizonyos feltételeknek elegetétev

erérendszerrel kell egyensulyozni. A lehetséges edygozasi feladatok kozil néhany

alapfeladatot ismertetiink.

1. Egyensulyozzunk egyetlen adott Btérarom olyan divel, melyek hatasvonalai egy F
hatasvonalan kivali P pontban métizek (59. abra)

A feladat nem oldhaté meg. F ugyanis csak oly
erdvel egyensulyozhatd, melynek hatasvonala azo
F hatasvonalaval. Az egyensulyozd tehat n
tartalmazhatja P-t. Marpedig akarhogyan valasztan F
a megadott hatasvonalakonikdodé egyensulyozo
erdket, ezek eratje atmenne P-n.

2. Egyensulyozzunk egyetlen adott Btehdrom olyan 1 2 3
erdvel, melyek hatdsvonalai egy, az F 6e ,
hatasvonalan lévP pontban metézinek.

A feladatnakeo sok killonbd# megoldasa van.
59. abra

Legyenek az egyensulyozOoéendszer hatasvonalai az 1, 2, 3ijelgyenesek, s
vegyunk fel P-n keresztill egy sijedegédegyenest (60.4bra).

Egyensulyozzuk F-et az 1 és stjdlatasvonalakon #kods, E, ill. S erokkel, majd
bontsuk fel S dit a 2 és 3 egyeneseken haB, ill. E, vektori egyensulyozé ékre.

Ez a szerkesztés a (60) vektorabra szerint mindié&gezhet, és s felvételét fliggéen
kulonbo® megoldasokhoz vezet.



3. Egyensulyozzunk egyetlen adott Ftel
harom olyan divel, melyek hatasvonala
nem metsé&dnek ugyanabban a pontban. [

a nevezetes feladat CULMANN-t6 —__ ﬁ/‘

szarmazik. A feladatnak pontosan e - § < & IE,
megoldasa van. / " NS
\ N, !

- 1 \3 AN \&,
™

60. abra

61. abra

Legyenek az egyensulyozo 6egndszer hatasvonalai az 1, 2, 3ijedgyenesek.
Egyensulyozzuk ékz6r F-et az 1 hatasvonalon és a 61. abran lathéttbn valasztott
s segédegyenesen.

Ez az egyenes tehat az 6 dratdsvonaldnak és 1-nek metszéspontjan, valan2irdsa3
egyenesek metszéspontjan halad at.

F-et egyensulyozni tudjuk az 1, s egyeneseken Eatés S vektor( ebkkel. Ezutan
még S eft felbontjuk (nem egyensulyozzukB, és E, vektoru ebkre, s igy az F ér
E,,E,,E; egyensulyozo érendszeréhez jutunk.

RITTER — FELE SZAMITAS

A feladat szamité megoldasa RITTER nevéhieddik.
Legyen ismét az 1, 2, 3 hatasvonalakdikoad keresett harom egyensulyozé &, E, , E, .
Ekkor (F,E,,E,,E,) =0,

Kovetkezésképpen azéeendszer nyomatéka a sik barmely pontjara zérus.

Véalasszuk nyomatékvonatkoztatasi pontul az egygogal ebrendszer két hatasvonalanak
metszéspontjat. Erre a pontra két egyensulyoédhgomatéka zérus, a nyomatékegyerietb
igy egy ismeretlen meghatarozhato.



A 62. abran a 2 és 3 egyenesek metszéspontjara feli
nyomatékegyenlet példaul igy fest:

d,E, -t,F =0;
Elzil
d,

A d,t, tavolsdgok ismeretében tehatE,
meghatarozhat6. AE, egyensulyozo iranyéat abbdl
feltétel®l kapjuk, hogy E, a nyomatékvonatkoztatas

pontra vonatkozolag ellentétes forgasmoédot szak
meg, mint F.

62. abra

MEGJEGYZES

Térgyaldsunkban hallgatélagosan feltettiik, hogyegadott hdrom hatdsvonal metszéspontjai
kozil egyik sincs az egyensulyozandd keatasvonalan és egyik sincs a végtelenben. Agslat
tehat végiggondolni a 63. abran lathaté esetekdfigyancsak figyelmet érdemel egyear
egyensulyozasa harom adott hatasvonalon.

63. abra
7. Példa

G=1kN sulyd, hasab alaku testedstink fligdleges falhoz csuklos rudak segitségével, a 64.
abran lathat6 moédon. Hatarozzuk meg a rudakh=an
ébred eroket! S a y
Megoldas: L
A rudak sulyat elhanyagolva, abrazoljuk a haséatat |- . -
eroket:

G: a hasab geometriai kozéppontjdban h
sulyes,

E,,E,,E;: a rudak altal a hasabra kifejte |.
egyensulyoz6 ék (65. abra) e o o L2 /

Ezek irAnyat délre megallapitani nem tudjuk. Célsiel - B
mindegyik rudat huzottnak feltételezni. Ha a szami g’i’:

soran negativ énagysag adadik, az azt jelenti, hogy :
erd iranyat tévesen vettik fel, a rdd nyomott. A
feladatot szerkesztéssel nem oldjuk meg, szérdél — 64. abra
szora a Culmann — féle eljarast kellene alkalmazni.



A Ritter — féle szamito eljaras viszont nem mindegyd
esetében alkalmazhat6. Nézzik az egyes rudakatés\
3 rudak metszéspontjara felirt nyomatékegyenlet:

3G-3E, =0,
E, =G =1kN, arad huzott. 65. abra

Az 1 és 3 rudak metszéspontjara:

1G+3E,=0, E, = —%.

Az erd iranyat tévesen vettlk fel, a rid nyomott:

E, = 0,33%N.

65. abra

A 3 jelii rad altal kifejezettE, egyensulyoz6 ér meghatarozasara nem irhatunk fel ujabb

nyomatékegyenletet az 1 és Zijelidtengelyek metszéspontjara, hiszen az nem kételivel
E,ésE mér ismert, felirhatndnk ugyan egy télsges pontra nyomatékot, de egysibben is

eljarhatunk. MiveI(G, E.E,, E3) = Q, irjunk fel egy komponens - egyenletet:

1 —G—E3cosa=—G—E3L:O,
V22 +3

E, ezek szerint tévesen van feltintetve az abraind aalojaban nyomott:, =1,20XN .

. 12. Vektorok Il.

A térbeli sztatika targyalaséat a vektoralgebra raledif részeinek attekintésével készitjuk.el
A tetsdlegesa ésb vektorok skalaris szorzatayy skalaris mennyiség, melynek

- jeldlése:ab vagya b,
- értelmezéseab =g EIB‘ cosg,
@ a két vektor altal bezart szog (66. abra).

A definiciébdl kiolvashat6, hoggb = ba
A késibbiekben sziikségink lesz az alabbi tételekre.

Tétel. Két vektor skaléris szorzata pontosan akkor*a, h

a két vektor mdileges egymasra.

Tétel. Mindena, b vektorra és k szamra

66ra



Tétel. alp +c)=ab +ac.

Tétel. Egy a vektornak egye egységvektorral parhuzamos 6sszégev
a, =(ea)e.
Tétel. Aza=aji+a,j+a,k ésb=bi+b,j+bk
vektorok skalaris szorzata
ab =ab, +ab, +ab,.
A térbelia,b vektorok vektoridlis szorzata
axb egy olyan vektor (67. abra),
a / amelynek hossjé”B‘sinqﬁ,

b / amely mefleges aza, b vektorokra,

c / amelynek iranya olyan, hogy, b ésaxb jobbrendszert alkot.
* vagyis akkor és csak akkor

axb
A definiciébdl kiolvashato, hogy N
ab = -bxa. 3 N,
Tétel. Két vektor vektoridlis szorzata pontosan akk b N
0, ha a két vektor parhuzamos. . N
Tétel. Mindena ,b vektorra és k szamra
k(axb) = (ka)xb = ax(ko) 67. abra

Tétel. Az a=a,i+a,j+a,k ésab=h,i +b,j+b,k vektorok vektoridlis szorzata

]k
ab=la, a a,
b, b, b,

1.13. Nyomaték pontra és tengelyre

VEKTOR NYOMATEKA PONTRA
A mechanikai problémak vizsgalatdhoz a skalarisrmatekdefinicio nem mindig megfetel
Ramutatunk példaul arra, hogy a skalaris nyomathijele fligg attél: az & és a
nyomatékvonatkoztatasi pont sikjanak melyik old@dl&zemlébdiink. Alkalmasabb definiciot
fogunk bevezetni, mely a skalaris nyomatékfogalonygjtotta ebnyoket is megtartja. Mivel a
mechanikaban tobb vektormennyiség nyomatékéomlul, az altalanossag kedvéeért vektor
nyomatékaval foglalkozunk, s eredményeink a meddaanivektormennyiségekre is
ervenyesek.

Ha r valamely P pontbol egg (kotott) vektor hatasvonalanak Q pontjaba mutato
vektor (68. abra), akkor vektor P-re vonatkozé nyomatika kdvetkei vektort értjik:

M S = Tx

T ol



(nem mindig szikséges jelolni, hogy melyik vektoromatékardl van sz0,668 néha a

nyomatékvonatkoztatasi pontot sem tiintetjiik feleki@nt, egyszéen csak azM jelolést
alkalmazzuk).

Az M{ vektor neve nyomatékvektatellemsai:
- allasa: mefleges a P¢ sikra,
- nagysagaff|[c|Bing (¢:azT,C vektorok altal bezart szog)

- irénya:7,c,M¢ jobbrendszert alkot.
A 68. abra (mely a koordinata — rendszert nem tife® alapjan rogton belathatd, hogy a
nyomatékvektor hossza korabbi definicibknak medpele" erérok [ers .

Ugyanis

M|~ [rlc|sing = [r[c[sin/180 - ¢/ = Kc|.
Konnyen belathaté az is, hogy a nyomatékvektor étlgg a Q pontnakc hatasvonalan
elfoglalt helyébl.
Tétel. Egy vektornak egy pontra vonatkozé nyomatéka dgyetsdleges két dsszetéjgnek
nyomatékaval ugyanazon pontra (nyomaték tétel ntatétkoztunk mar ezzel a tétellel).
Bizonyitas. Legyert =C, +C,.

A tetsdleges O pontot valasszuk egy koordinata — rendszetbpontjaul. E rendszerben a
harom vektor kdzds kedgontja legyenr. Ekkor

M3 +MZ =T, + X, =TX(C, +C,) = e = M .
EROPAR NYOMATEKVEKTORA

Az eropar nyomatéka -mint Ilattuk- sikjana
barmely pontjara egyefl Ezzel az értékkel, a:
erpar nyomatékaval jellemeztik az 6part a -
sikbeli sztatikaban.

Térbeli eBparok jellemzésére hasonld lebsdg
kinalkozik.

1A

68. abra

Tétel. Az ebpar nyomatéka a tér tetdeges pontjara egyshl

Bizonyitas. Legyen a 69. abran fel — nem tlintédetrdinata — rendszerre vonatkozolag az
eropar ebinek tAmadaspontjaba mutato két helyvekiés, .

Ekkor az efparnak az O pontra vonatkoz6 nyomatéka:

Mo = FXF +,X~ F| = [xF ~,XF = (i, =T, )XF.

Ez olyan vektor, mely
- meleges az dipar sikjara,
- hosszak [F /k az eBpéar karja/,
- (r-1,).F,M, jobbrendszert alkot.




Mint latjuk, az M, vektor fiiggetlen az O pont valasztasatdl, csada@zarra jellema.

Valéban: M, hossza az épar skalaris nyomatékanak abszolut értéke, a veldidisa
meghatarozza az @ar sikjanak allasat, a vektor nyilabol pedig adpér altal megszabott
forghsmodra kovetkeztethetlink. Jogos tehat, @zaematematikai jellendgének tekinteni az
M,, illetve egyszdibben M vektort, melyet a tovabbiakban adgdr nyomatékvekt@nak

nevezink.
Bizonyitas nélkil k6zo6ljuk a kovetkézételt.

Tétel.

Az egyend nyomatékvektoru térbeli @arok sztatikailag egyenériik.

Vagyis az efpar nem csupan sikjdban mozdithat6 el és alakiitattanem sikjaval egyuitt is
elmozdithatd, ha a sik allasa valtozatlan marad.

Mas széval: a nyomatékvektornak egyedil az allasmadya Iényeges, tAmadasponthdit, s
hatasvonalhoz sincs kotve, vagyis szabad vektorgjdggezzik, hogy abrainkon a
nyomatékvektort — kbnnyebb megkllénboztetés véggites véd” nyillal jeloljik.

Hogy a nyomatékot valéban vektornak tekinthessidg irgazolando a kévetkéz

Tétel: ha egy F alapu épar nyomatékvektordl ©, egy Q alapl éparé M ?, akkor a két
eropart 6sszegezve olyansgart kapunk, melynek nyomatékvektora

MF+M?.
Bizonyités.
Azzal az esettel foglalkozunk, mikor adparok sikjai metszik egymast (70. abra).

Az erparok — megengedett atalakitasokkal — olyan
helyzetbe hozhaték, hogy a megfélelalapok
hatasvonalai metszik egymast. Ekkor a ko:
metszéspontdF,Q illetve —F,-Q vektor( alapokat
0sszegezve valdban két ellentétes vektorl, nemski
hatasvonalu ét, vagyis ebpart kapunk (ezt az abr:
nem tinteti fel). Ennek az &@arnak egy tetsiteges O
pontra vonatkozé nyomatéka az abra jeloléseivel:

70. 4bra
|\Wo =F1X(E+6)+sz("5‘6)=V_1X'E+F1X6+F2X‘E+f_zx‘6=(V_1‘F2)X'?+(r_1‘r_z)x5= MFT+M?©,

TENGELYRE VONATKOZO NYOMATEK

Tekintstk a 71. abran vazolt kialakitasu mereveteshely egy fix -
tengely korul elforgathatd és elcsusztathatd a teétyatol
eltekintink  Tapasztalatunk szerint egy, a tengkelp@huzamos
hatasvonaluF, er6 hatasara a test a tengely mentén eltolodik,

nem fordul el.

71. abra




Ugyancsak a tapasztalat azt mutatja, hogy a terggehebleges hatasvonall, de a tengelyt
nem metsé F, erd hatasara a test a tengely korul elfordul, de redadik el.

Ha az F,, e hatasvonalanak a forgastengélynhért tavolsaga k, a forgatohatas mertékének a
KF, szorzatot tekintjuk. A forgatohatas pontosabbejaltése céljabol a forgastengely
szimmetriavonalat lassuk el iranyitassal, vagyissa elfordulasat matematikai értelemben vett
tengely korul vizsgéljuk. A forgast akkor tekintjipozitivnak, ha a tengely iranyaval
szembenézve ag  erd az Orajarassal ellentétes forgasmodot szab meg.

Ekkor azF,, ednek a felvett — mondjuk x — tengelyre vonatkozémgteka (72. abra):

Nyilvanvalo, hogy|Mx|=‘l\7D‘, ahol D az x

tengely és azF, e hatasvonalan attett, x-r X
memleges sik doféspontja. A tengelyr
vonatkoz6 nyomaték skalar.

Ha az e a forgastengelyhez képest altalan

helyzeti, akkor a tengelyre vonatkoz:
nyomatékot a kovetkéképpen értelmezzik: k /,‘;
atteszink az érhatasvonalan egy, a tengelly: D A
parhuzamos sikot (73. abra) és felbontjuk F-e

sikban F, és F Osszetefkre (az abra F-et

nem tunteti fel).

72. dbra

Az utdbbi dsszetddnek az x tengelyt mért k tavolsagaval a tengelyre vonatkozd nyokaté
M, = +kF_.
Az elsjelet illetdleg a fentebb mondottak érvényesek.

Amint az abra alapjan kénnyen belathatd, a tenge
vonatkoz6 nyomaték fliggetlen azéetdmadaspontjanak ¢
hatasvonalon elfoglalt helyzedét Ugyanis k a tamadaspor
helyzetébl flggetlenil egyed a hatdsvonal és a tenge
normal transzverzalisanak hosszavg], pedig csak az érés

a tengely hajszalszogétligg adott F esetén.

Végul ramutatunk a tengelyre és a pontra vonatkyodnaték
kozotti kapcsolatra.

Szamitsuk ki a térr(x,y,z) helyvektord pontjaban hatd

F(FX,Fy,FZ) vektori eének a koordinata-rendsze

kezdspontjara vonatkoz6 nyomatékat (74. abra)! 3. &bra




N X

Mo =TxXF =| X
FX
= i_(yFZ - zF )+ j(zF, - xF,)+ IZ(XFy - yF, )

y

F

;
y
F, 5
Vegytlk észre, hogy a zardjelbendawennyiségek rendre a kovetkez M ,,M M, .
Tehat M, =M,i +M,j+M k.

Vagyis az O pontra vonatkoz6 nyomatékveki
komponensei a tengelyre vonatkozO nyomaték

Nyilvan Mo pontosan  akkor  zérus, h
M,=M,6=M, =0

74. abra

l. 14. Térbeli altaldnos efrendszer

EREDO

A térbeli efrendszejellemzsje: hatdsvonalai nincsenek k6zds sikban.

A térbeli ebrendszert kevésbé részletesen targyaljuk, minkleekierendszert. Nem térink
ki kilon a kd6z6s metszéspontu térbebirendszere, melynek Iényege: a hatdsvonalaknak van
k6zos pontjuk, de nincs kozos sikjuk; sem_a térlpg@lrhuzamos érendszere, mely
parhuzamos hatdsvonall, de nem egy sikbandékbal all.

Rogton a legaltalanosabb esettel, a térbeli albsl@brendszerel foglalkozunk, vagyis olyan
térbeli etrendszerrel, mely nem csupa kdzds metszéspontly kegirdlag parhuzamos
erdkbol all. Az erendszer erdgéhez pontosan olyan meggondolassal juthatunk, mint
amelyet a sikbeli altalanosdéeendszernél alkalmaztunk az 52. abraval kapcsaiatbancs
szlkség Uj abrara, ha az 52/a. abfat enost térbeli altalanos @&endszernek tekintjuk). Az
adott térbeli gfrendszer mindeR, er6éhez hozzarendellink egy tditegesen felvett pontbol

kiindulo F, és —F vektori ebt. Ezt a hozzarendelést azémmdszer minden elemére

elvégezve egy kdzos metszéspontl térbélieadszert és olyan @arokat nyerink, melyek a
felvett ponton atmeh kilonbdz sikokban helyezkednek el. A kdzbs metszéspondlt er
eredjét és az dparok ered eroparjat eballitva, végeredményben az eredetirendszert a
vele egyenértdk egyetlen &bl és egyetlen éparbol allo rendszerré alakithatjuk. Hogy a
sikbeli altalanos érendszernél kovetett Uthoz képest most mi az @j,aamyomatékvektor
fogalmanak felhasznalasaval konnyen belathatjuk.

Sikbeli etrendszer esetén azt mondjuk, hogy az egyenédélakitas egy ére és egy ra
merbleges nyomatékvektorl @arra vezetett, vagyis azéeeés az dipar egy sikban volt.
Térbeli etrendszer esetén azdéewektora és a nyomatékvektor altalaban nemdolages
egymasra.




Természetesen itt is megtorténhet, hdgyes M barmelyike esetleg zérusvektor.

A térbeli altaldnos érendszer lehetségesoéarek attekintése étt részletesen meg Kkell
vizsgélni az egyméashoz képest altalanos helyFetés M vektorok eredijét, hiszen ezzel a
feladattal korabban nem talalkoztunk.

Az altalanos eset a 75. dbrasorozatbdl &thetg.

75. abra

A 75/a. dbran adotM nyomatékvektort felbontjuk az F vektoraval egysilavi , €s arra
meBleges M . dsszetetre (75/b. abra)M  helyettesithét a 75/c. abran feltiintetett F alapu
erdparral. Ha most az egyensulybandé,—F rendszert elhagyjuk, a 75/d. abran lathato,
egyetlen efbol (If) €s a ra meéteges sikt]l\Wp nyomatékvektora éparbol allé rendszerhez,
erécsavahoz jutunk. A 75/e. abra csupan agasavar szemléletesebb abrazolasa.

Ha az I\Wp ewpar egyik alapjat aF ervel tsszegezzilk (e sokféleképpen torténhet),

akkor ket kiteé egyenesen hato @dl allo térbeli eérendszert, tarséket kapunk (76. abra).
Az egymasra méteges tarséiket efkereszhek nevezik.

76. dbra

Egy ebcsavar végtelen sokféleképpen alakithat&enesztté.
Most mar attekinthetjik a térbeli @endszerek lehetséges dfied Ha az egyenérték

atalakitas utan nyerfF,M vektorok altal bezart szog, akkor a lehetséges esetek a
kovetkesk:



Fz0 [M=z0 | - _ _
F£Z0M =0 F=0M #0 F=0M=0
$£90° |p=90°

Az erécsavar | |an egyetlen egyetlen Zérused
erorendszer erd erd eropar /egyen-
ereddje: suly van

A lényegileg kullonbo& esetek szama tehat 4.

Az ered gyakorlati meghatarozasa & M vektorok kiszamitasat igényli. Az utobbi vektor
fugg attdl, melyik pontra redukéljuk azéeendszert. Ha ez a pont a koordinata — rendszer

kezdbpontja, akkor M =M, melynek komponensei a tengelyekre vonatkozé nydrokité
Ezek szamitasat azéeb targypontban lattuk.
Az F =Fi +F, j+Fk vektor komponensei

F.=> F, =) Fcosa,, F =3 F, = Fcosf, F,=3F, =) Fcosy

egyenletdl szamithatok. Ita,, 5, y, az F, ersknek a tengelyekkel bezart szége (77. abra).
F abszolut értéke:

F|=F = F2+F’+F.

F és atengelyek hajlasszdgére egyrészt fennall a
F F, F
cosag =—*, CcOosf=—, cosy=-—=%,
F = -

masrészt &os’ a +cos” f+cos y= DBsszefiiggés.

77. abra

A fentiek alapjan azFésM vektorokat meg tudjuk hatarozni. Tovabbi részleétknem
foglalkozunk.
Megemlitjuk még, hogy grafikus médszerek a térbdlirendszerekkel kapcsolatban kevésbé
hasznalatosak, mint a sikbelieknél.
A térbeli eBrendszert — mint lattuk — teljesen meghatarozzadakélas soran nyefésvi
vektor. E tény és az @&@endszerek egyenéritdegének fogalma alapjan a kovetkez
megéallapitast tehetjuk: két Geendszer — példaul az | és a Il rendszer — szikttka
egyenértél, ha barmely pontra

F, =F,éM, =M.
Megmutathatd, hogy ha egy pontra teljesil a fegyeabség, akkor minden pontra teljesiil.

EGYENSULY
A térbeli altalanos érendszer egyensulyanak feltétele az eddigiek alag§g@nnyen

megfogalmazhaté. Tetsleges P pontr& =0 és M, = 0. Megmutathaté, hogy ha egy pontra



ez teljesul, akkor tetéfeges egyéb pontra is teljesil. Redukalasi ponkalaadinata - rendszer
kezdpontjat véve, az egyensuly sziukséges és eléegsdyssle tehat igy is megfogalmazhato:

F=>F =0, M =Y (FxF)=0.

E két vektoregyenletnek megfdleéd skalaregyenlet a kovetkiez

FXZZEX:Q MXZZ(sz_ZFy):O'
F,=2.F, =0, My:z(ZFX_XFz):O’
Fz:ZFiZZO' MZ:Z(xFy—yFX)=O.

Szavakban: az egyensuly szikséges és elégsegéléelaz, hogy az &endszernek a
tengelyekre (barmely tengelyre) vonatkoz6 kompodssmege é€s nyomatékdsszege zérus
legyen. Feladatok megoldasaban kilénésen a nyosmtekletek alkalmazhatokéelydsen.

A megfeleb nyomatékvonatkoztatdsi tengely Ugyes megvalasabsagyakran
egyenletrendszer felirasa nélkil juthatunk az istlemekhez. Amint lathatd, az egyensulynak
hat egyméstal figgetlen feltétele van térbeli altak efrendszerrel terhelt test esetén. Ha az
egyensulyoz6 érendszert (reakciok) csupan egyensulyi megfontékelo nem lehet
meghatarozni, a feladat sztatikailag meghatarodhata

KENYSZEREK

Felsorolunk néhanyat a térbeli sztatika lehetségésyszerei
kozul.

GOmbcsukl§78. abra). Lényege: az aljzat megfédal kialakitott,
gombfellletetekkel hatarolt része a testnek kiatdkgomb alaku
fészekbe illeszkedik.

A gdmbcsuklo a test olyan mozgasait engedi megyeRekl a test
pontjainak a gémbkdzépponttdl mért tavolsaga vattam marad.
Sztatikai szempontbol olyan reakcio -6rendszert jelent, melynel
eredbje egyetlen €. Ennek hatdsvonala atmegy
gbmbkdzépponton, a reakciédrarom komponensértovabbiakat
csak a testre hatodg@endszer ismeretében mondhatunk. 78. abra

Hengergyirii (79. abra). A test hengeres részésesefi
régziv elembe illeszkedik.

llyen kialakitas a testnek a hengeigy tengelye menti
eltolodasat és elfordulasat engedi meg.

A hengergyri altal gyakorolt hatads a kovetkelehet: a
tengelyre mdileges ef, a tengelyre méteges
nyomatékvektoru épar, illetve ezek kombinacioja.

79. dbra

Befogas



Olyan régzitésmodot jelent, mely a test mind
mozgaslehéségét megszinteti. Megvalosithatd példaul U
hogy a test egy részét a 80. abran lathat6 modéadakeuk.

=)
07 A
-

Sztatikai szempontbdl a befogas olyan reakcid éreadszert
jelent, mely altalanos esetbenéesavarral egyenérték Az
erécsavar hat adataroél (haronbkomponens és harom nyomaték-
komponens) kozelebbit csak a tetheisrendszer ismeretében 80. abra
mondhatunk.

8. Példa
Forgacslapkoteget akarunk daruval felemelni a
abran lathaté modon.

A forgacslapkéteg sulya G = 10kN, az emelést
hasznalt kotél teherbirdsa 8kN. A lapok négy:.
alakuak, a = 2m.

Kérdés: a vondhorog a forgacslapkoteg folott mily
m magassagban lehet minimalisan, ha azt akar
hogy a kotélagakban legfeljebb 7kN ébredjen?
Konnyen belathatd ugyanis, hogy ha - @ £ a/2
kotéle — oo.

81. abra
Megoldas.
Vizsgaljuk a vonéhorog egyensulyat!
Ha a vondéhorog méretéités sulyatol eltekintiink, a tartokotelek sulyatvastagsagat szintén
elhanyagoljuk, akkor a vonéhorogra hatékeegy térbeli, kozo6s metszéspontidrendszernek
tekinthebk.

Ezek az &fk: G, a vondlanc hatasa a vonohorogra, tovahha
szimmetriaviszonyokbdl kovetkéleg négy egyedl K
kotéleo.

Mivel egyensuly van, a fuddeges z tengelyre felirhatjuk i
82. abra alapjan:

Y F,=G-4Kcosy =0, ahol
m
COSY = — =,
a 2
3
G m Ga
cosy = = : m=—— . 82. 4bra
4K [aj2+m2 2 [16K2_GZ
2
Ha K=7 kN, m= 102 m= 038m.

21677 107



9. Példa
Egy vizszintes sikban elhelyezketbrt tengelyi rad egyik vége vizszintes és fiddeges sik
terlletekre tamaszkodik, masik végédarabba nyulik (83. abra). A szerkezetet F nagysagu
erokbol allo ekereszt terheli.
Meghatarozandok a reakcid&r

Megoldas.
Vegyunk fel egy alkalmas koordinata rendszert
abrazoljuk a reakciéérendszer ér- és nyomaték
Osszetetit (84. abra)!

Az A pontban a tamasz kialakitasa olyan
hogy az y irAnyu reakcié&rnem ébredhet,
A, A, kulénbdzhet zérustol.

A B-beli megfogas eleve biztositja, hog
B,=0ésM, = 0.

Most mar alkalmazhatjuk az egyensul
egyenleteket.

84. abra

F, =A -F =0, =F.
2R =A A,
> F, =B, =0 B, = 0.

> M, =-aF+2aB, =0, B,=

ZFiZ:AZ—F+%:O, A =—.

> My, :My+2a%=0,
> M, =2aF +M, =0,

85. abra

A 85. abra a testre hatd aktiv és reakdiker (ebparokat) egyutt szemlélteti. Tanulsagos az
erdrendszert egyenértékegyszefibb ebrendszerekké alakitva is belatni, hogy a vazolt
erérendszer egyensulyi @endszer.



[.15. Megoszl6 eék

FAJLAGOS ER)

Sok esetben a valésagos mechanikai viszonyok pamtédirasara vezet a koncentralt er
fogalmanak alkalmazasa. Ugyanis nem mindig vehefigk, hogy a hatas elhanyagolhato
felszini feluletdarabon érvényesdul.

A testek egymasra gyakorolt hatasa olykor egy kiédesséq, de hosszu savon adodik at -
gondoljunk egy fal &ltal a talajra gyakorolt hatasr ilyenkor_vonal mentén megoszI@rét
vagy ebrendszerdl beszeéllink.

Hasonlo fogalom a fellleten megoszi®.ePélda rd az a hatas, melyet egy folyadékkal telt
tartaly falara a folyadék gyakorol.

Sz0 lehet térrészen megoszIérér (térfogati e, tomeged) is. Erre példa a suly&rmely egy
test altal elfoglalt térrész valamennyi pontjaban h

A megoszlo ek jellemzését fellletdarabon megoszlé esetén mutatjuk be. Ha példaul a
(vizszintesnek képzelt) talaj egy A terillelarabjat allando vastagsagu homokréteg fedi, akkor
feltehetjuk, hogy a terhelt terlilet minden pontgaonos hatas érvényesil, melynek iranya a
talaj sikjara mdileges.

E hatas jellemezh&taz egységnyi fellletdarabra juto terheléssel. ldjes homokmennyiség

sulya F, a terhelt fellletdarab felszine A, akkmr—% hanyados egyértelien jellemzi a

megoszl6 direndszert.

Ha a homokréteg vastagsaga valtozo, akkor egyklagadossal nem jellemezéiet terhelés,
hiszen nyilvanval6, hogy pontonként kilonbézhetlajt é6 hatés.

llyenkor a tetséleges P pontban érvényes terhelés jellemzésédéliilea terhelt idom egy
olyan AA terlleti darabjat, mely p-t tartalmazza (86. &bra).

Ha a AA-ra jutd terhelésAF ,akkor a% hanyados

bizonyos mértékben jellemzi a P pontban érvényes
hatast, marpedig annal inkdbb, minél kevésbé \iéltaz
AA alapa ,homok-oszlop” magassaga. HsA -
akkor [ A&ltaldban az oszlop-magassag valtozasa
zérushoz tart.

Kézenfekw tehat, hogy a tet§leges P pontban érvényes
hatas

jellemzésére az 86. abra

AF N
reimie (]
AA

m2
JAVANRN

Hatarértéket, a fajlagos dr (fajlagos teher, teherintenzitds (adjuk meg) amiéen a
hatarérték létezik).

A fellletdarabon megoszI6é @endszer ismeretéhez minden pontban ismerni kédijlagos
erét és a hatas iranyat.



Cmégpedig ugy, hogy AA terlleti sikidom legnagyobb mérete is zérushoz tart.

Hasonldképpen értelmezzik a vonal mentén, illefreészen megoszld terhelés esetén is a
fajlagos eét:

f =lim2F (ﬁj iletsleg f = lim 25 (ﬁj
A Lm AV

Al - 0 AV - 0
Itt Al ésAV a kérdéses pontot tartalmazé vonaldarab hostatagiltérrész térfogata.

MEGOSZLO PARHUZAMOS ER ORENDSZER
A fentiekben hallgatélagosan feltettiik, hogy a edrriidom (felllet, vonal, térrész) minden
pontjdban azonos a hatéas iranya. Mivel rendszealdtban ez a helyzet, a tovabbiakban csak
parhuzamos megoszlé éeendszeekkel foglalkozunk, melyek ismeretéhez egy irdnyaés
fajlagos eb (mint a hely figgvénye) megadasa sziikséges.

A kovetkedkben vonal mentén megoszléémndszerekre teszink néhany megallapitast,
melyek értelemszéen fellleten, vagy térrészen megoszliremdszerekre is atvihiX.

Legyen adott az AB szakasz minden pontjdban agfagleeé. Vagyis az A pontbdl mért x
koordinata fuggvényében ismerjiuk a fajlagoét €az f=f/x/) figgvényt és a terhelés iranyat
(87. abra). A fajlagos ér figgvényének grafikonja a
terhelésabra A terhelésabraval egyutt feltlintetjuk

. o X
terhelés iranyat jellenéznyilat is. £

X 7 - 7 - e \
Az f/x/ fuggvény ismeretében az AB szakaszra jelfe$ s
terhelés meghatarozhat6. A dx hosszusagu vonala@ar ‘f 1/-'
juté e ]

A :3 8
dF = f /x/dx, X ‘g’_{
a teljes AB szakaszra juté terhelés:
87. abra

F:J%dF:JLf/x/dx
A 0

Mas széval: a terhelésabra és a terhelt vonaldaiza® e idom teriilete a teljes terheléssel (a
JLerdlet” itt gy értend, hogy tavolsagot szorzunkégtavolsag dimenzidja mennyiséggel).

A megoszlo parhuzamos éeendszer ergijének helyét igy szamithatjuk: ha. az ered
koordinataja, akkor

|
|
Jl'xf/x/dx:xFF :xFJI'f/x/d>c Xe =‘}—.
0 0
0



A megoszl6 aik eredje lehet zérusérés ebpar is. A kdvetkedkben sziikség lesz a megoszl6
erdk valamely pontra vonatkozé nyomatékanak meghaddaa.

Foglalkozzunk az egyenletesen megoszl6 parhuzarbendszeesetével, melynél f = const.
Terhelésabrajat a terhelt vonallal parhuzamos szakafélegyenes (egyenes) hatarolja (88.
abra).

v
X P P -
e “}"}A"
‘/%k F -
88. abra

Hatarozzuk meg a terhelt vonalon felvett P ponttéleabalra 1é¥ megoszlé € nyomatékat.
Vagyis M, -t keressuk x fuggvényében. Ez a nyomaték az xzoossnegoszlo ék F
eredjének nyomatékaval egyénl

MP/x/=§F =X =ty
2 2 2

A nyomaték x fliggvényében parabolikusan valtozik.

Grafikusan is konnyen meghatarozhaté a nyomaték:l.aZz. — ben latott szerkesztést
alkalmazzuk az F= x f ére. M, / x/ = kp.

A nyomatéki metszékek /k/ végpontjai parabolan a#nn

Ez igy is belathato:

MP/x/=ix2=pk, k= x2.
2 2p

Az a hajlassz6f e egyenes a parabola ébjet hiszen

dk fx F
—=—=—1=tga.
dx p p

10. Példa

Az AB szakaszon linearisan valtozé megosztdreiikodik, vagyis f /x/ = C x (89. abra).

A teljes terhelés nagysaga AB=1.

Meghatarozand6 a C allando, valamint M(x) és x hase$ f
terhelés T(x) fuggvénye. A 3 B8
Megoldas. £ |l dé
A terhelésabra alatti terllet a teljes terhelésgplent. A B _X_,‘
pontbeli fajlagos ér: {




fg =Cl, igy

%IBDI=F, C—T—F 89. abra

M1 = [ (el )= [ el gag = 2F [ (e - Ez)df——{ ‘rz—ﬂx,

) | 2 3]
3
M /x/ =20 X
12 3
x “OF 2F[ &2 Fx?
T/x/:jf(f)dfzjl—zfdle—z{%}, T/x/ =5
0 0 0

Hatarozzuk még meg azéeendszer ergijének helyét is!

|
jxf/x/d
K M/ 2F13 |2 2
* IR
j / x/ dx _—
0
[.16. Sulypont

A SULYPONT FOGALMA
Egy lemezszér sulyos testet formal segitségév PN
felfiggesztve (90. abra) azt tapasztaljuk, hogyest
bizonyos i@ elteltével tartés nyugalomba jut. Ekkor
lemezre haté megoszlo sulgarendszer és a fonal alte
gyakorolt e egyensulyi afrendszert alkot. A fonalér
hatasvonala most egybeesik a slyendszer
eredjének hatasvonalaval. Ez az egyenes a lemez
sulyvonab. Mas felfliggesztés esetén mas sulyvoni
kapunk.

Hasonlé fogalom haromdimenzids testek esetér
sulysik

b.

90. abra
A felfliggesztett testre hatd sulyeendszer nyomatéka a sulyvonal barmely pontjaraszek
tapasztalat szerint egy testet barhogyan fluggeszsifel, a stulyvonalak mindig egy pontban
metsddnek. Ez azt is jelenti, hogy mindig létezik egyasly a testhez rogzitett — pont, melyre
a sulyeérendszer nyomatéka (a test barmely helyzetébenyzEr a pont a test sulypitA
sulyponton atmeh barmely egyenes, illetve sik sulyvonal, illetvdysik. A tovabbiakban
homogén anyagu testekkel foglalkozunk, melyeknétsh tetséleges AV térfogatl ésAG

sulyu darabjéraﬁ—\c/; allando. Pontosabban: a test barmely pontjaban a



y= Iimﬁ-d—G mennyiség, a fajsu)yallandé
AV dV ’ '

AV - 0

Prébaljunk most egyy fajsulyd testhez olyan pontot talalni, melyre alysibk

nyomatékosszege tetdeges felflggesztés, vagyis barmely slyer irAny esetén zérus.
Osszuk fel a testet

AV, [i=1,2,...,n/ térfogatu részekre (91. abra). b4

A AV, térfogatu részre hat6 sulgenagysagaAV.y , \é—
irAnyat eqgy tetsilegese egységvektor jeldli ki.

Feltehed, hogy a test minden részére egyltky _—
azonos irdnyu érhat. 5%

91. abra
Legyen a keresett S sulypont helyvektoga az i —edik testrészre hat&erektora JAV.€, az

S-b3l az i —edik elemhez vezevektor r; — 5. Ekkor a sulyefk S —re vonatkozé nyomatéka:
91. abra

I\Ws = Z[(T —r_s)X}AVié] = Z[(f_.}ﬂ\/. _FsAviy))é] =0.

A goémbolyi zardjelben 1é¢ vektor ésé szorzata zérus. Ez csak Ugy lehetséges, hogy a két
vektor parhuzamos egymassal, vagy pedig a gomlzdyojelben Ié¢ vektor zérus. Tekintve,
hogy a kilonbé felfiiggesztéseknek a sulgaéanyt megadée vektor kilonboé iranya felel

meg €és a vektoridlis szorzat mindig zérus, kelgyha gémboly zaréjelben allo mennyiség
legyen zérussal egyénlvagyis

YAV,
AV

2.4V,

rg =

Koordinatakban felirva:

D XAV, DR\ DR\

>av, Ys = >av, %s = >av,

A test adott felosztasahoz tehat talalhaté ponteggnolyan S pont melyre a sul§iegndszer
nyomatékdsszege zérus. Mint lathatd, homogén et a fajsuly k6zombos a sulypont
helyzetének szempontjabal.

Folytonos anyageloszlasu testek (kontinuum) esettast targyalt felosztasat minden hataron
tdl kell finomitani gy, hogy minden i —r&V, -~ @ - o teljestljon és a részek legnagyobb

mérete is zérushoz tartson. Vagyis a sulypont —rdinatakat a kovetkéz képletekidl
szamitjuk:

Xg =



jde J' ydV J' zdVv
(v)

v Y = , b
j dv j dv j dv
V) v) v)

S S

Az integréljel alatti /V/ arra utal, hogy a testeg térfogatara kiterjed az integralas.
Lemezszdl testek esetébeAV, = cAA ahol ac a lemezvastagsad\A azi — edik lemezrész

teriilete. igy a stlypont — koordinatak:

R . = VLA __2zbA
S ZAA ’ S ZAA ’ S ZAA !
illetéleg
J'di
xg =2 stb.
[dA
(A)

Vonalszet testek (huzal, & eseténAV, = AAs ,ahol A a vonalszdr test keresztmetszet

terulete,AS azi — edik rész hossza.
A képletek most is hasonl6ak, tehat péeldaul

RIS
Xg = ZAS. ,

SZTATIKAI NYOMATEK

jxds

J'ds'

illetve x5 =

A sulypont - koordinatakat szolgéaltatd, matemaldica azonos felépités képletek
szamlaloiban szerepl
> xM,..., illetve J'de,J.diJ'xds stb. mennyiséghez Ggy jutunk, hogy a testek,

sikidomok (fellletek) vonalak részeinek térfogatatjiletét (felszinét), hosszat szorozzuk a
rész — idomban felvett pont koordinatajaval, s@gznyert szorzatokat 6sszegezzik (minden
hataron tal finomodo felosztas esetén). Az igy ngemnnyiségek a sztatikai nyomatékokgy
elsrendi nyomatékok

Beszélhetiink példaul egy testnek egy koordinatasikonatkoz6é sztatikai nyomatékarol:

Syy = I zdV, vagy egy sikidomnak egy tengelyre vonatkoz6 daatiyomatékarol:
Sy = I ydA
A sztatikai nyomaték pozitiv, negativbgli és zérus is lehet. A definiciobol kévetkezik, hogy
egy alakzat sztatikai nyomatéka az alakzat régzaiikai nyomatékainak 6sszege.
Ha koordinata — rendszerlnket az alakzat sulypoataesszik fel, a sulypont — koordinatak

zérusok. A sulypontképletek vizsgalatabolikik, hogy ez csak Ugy lehetséges, hogy a
megfeleb sztatikai nyomatékok zérussal egysnl




Egy sikidomnak egy tetélegesx tengelyre vonatkoz®, sztatikai nyomatékat a kovetkez
megfontolassal is meghatarozhatjuk.

Legyen az tengellyel parhuzamos sulyponti tengedy.

Ekkor a 92. 4bra alapjan:

s = [ ydA= [(t+ys)dA= [tdA+ [ydA=t[dA=tA
—

0

Felhasznaltuk itt, hogy a sulyponton atieengelyre a
sztatikai nyomaték zeérus. X

92. bra

Egy sikidom sztatikai nyomatéka tehat ugy is kisthatd, hogy az idomot olyan részekre
osztjuk, melyek sulypontjait ismerjuk. Ezutan képdza részteriletek és sulyponttavolsagaik
szorzatdsszegét.

Mas szavakkal ez azt is jelenti, hogy sok esethb#ggralszamitas nélkil meghatarozhato a

sztatikai nyomatéli y,AA alaku képletekkel is. Testekre, vonalakra hasoriérges.

SULYPONTMEGHATAROZAS

A sulypont felkeresésében gyakran hasznat vehafjakk a ténynek, hogy egy alakzat
(test, fellilet, sikidom, vonal)

szimmetria — sikja  sulysik,
szimmetria — vonala sulyvonal,
szimmetria — pontja  sulypont.

Néha a test, vagy sikidom alkalmas osztasa, illetv&szek sulypontjainak ismerete teszi
lehetivé az eredeti alakzat sulypontjanak meghataroz@séfdaul a 93. abran lathat6 alakzat —
egy négyzet negyedrészenek eltavolitasaval nyem-dulypontjahoz igy juthatunk:

Az idom szimmetrikus, tehat egy sulyvonal mar van dredeti négyzet atlgja).

Az idom két, szimmetriaponttal bir0 részre osztha#®

szimmetriapontok 6sszekbegyenese szintén sulyvonal. A ki o S
ismert sulyvonal ismert metszéspontja a keresetypsat. Vet N
. P /s ~o
Oldjuk meg ugyanezt a feladatot szamitassal! e
) e . . s
A koordinata — rendszert céls#argy megvalasztani, ahogy a

94. abran lathato.

93.4bra



Mar tudjuk, hogyxs = ys, tehat elegeriilcsak x; meghatarozasaval foglalkozni.

X_ZXiAAi_ Y y.
TUY8A YA

S, eldallithatd a részidomok sztatikai nyomatékain

0sszegekéent. Ha az idomot példaul az abran lathas Il B 'M_ : ° /-'.
részre osztjuk - : X
2 2
a) 3 a“ a .
=| = | —a+——, igy a sulypont koordinata
Sy (2) 5 52 ay yp
94. abra
a’3 >a
42%" 24 5
Xg = —5—F—, X =—a=0417a.
° a’ a? ° 12
- 4+
4 2

Az imént latott modszer gyakran alkalmazhaté. Eg@gosonkitott idom (furat, Ureg) esetén az
eltavolitott rész terllete (illetve térfogata) niégaelojellel jon szamitasba. Gorbe vonalakkal,
illetve fellletekkel hatarolt idomok esetében toyabm integralszamitassal hatarozhaté meg a
sulypont.

Példaképpen hatarozzuk meg egy gyakran szesggilom, a parabolaszelet sulypontjat.
Legyen a parabolaszelet két adata a és m (95.. abra)

A sulypont egyik koordinataja a szimmetriabdl azaini Y
kovetkezik: A

X = 0. S s }

L \B

A masikkoordinata meghatarozasa végett ismernutk X _l.dx
a hatarol6 parabola egyenletét. Kénnyen belattngy a
az

y=cx* +d alaka. 95. abra

A c, d allanddk rogton adodnak, ha az A és B poktmkdinatait behelyettesitjuk:
m=00k*+d; m=d,

2
a 4
Ozc(—j +m, c=-m—.
2 a

Ezutan a sulypont koordinataja:



3 .
1 3 2
J'ydA Iyzydx I[_A'mx2+mj dx imza
_a 2
y _ (A -2 —0 a _15
S a a !
(LdA 2 | 25 —4m , . ima
X X°+m |dax
Ly !( a’ j
2
2
Ys gm

Mellékeredménykeént azt a gyakran hasznalhato tkagtuk, hogy a parabolaszelet terilete
kétharmada a befoglal6 téglalapénak.

PAPPUS — GULDIN — TETELEK

Bizonyitas nélkdl ismertetiink két, atszaki gyakorlatban is gyakran alkalmazhato

tételt.
l. Ha egy forgasfelllet, illetve fellletdarab (96.abr

- meridiangorbéjének ivhosszal |,
- a meridiang0rbe sulypontjanak a felulettengélyétert tavolsageR
- a meridiangorbe sikja altal leirt sziygc 271

- a forgastengely nem metszi at a meridiangorbét,
akkor a meridiangorbe szodi elforgatasa soran
leirt felletdarab felszine:

F=IgR.

Szavakban: a felllet felszine ariciangorbe
sulypontja altal megtett Gt és a meridiangorbe $gaénak
szorzata.

96. abra
Il. Ha egy forgastest (97. abra)
- meridianmetszetének terllete A,
- a merididnmetszet sulyjporak a forgastengeftmert tavolsageR,,

- a meridianmetszet sikja altal leirt sz6g
@<2n
- a forgastengely nem metszi at a forgat
sikidomot,
akkor a meridianmetsztet szogdi elforgatasa sorar
sepert térrész térfogata:

V = AgR,.
97. abra




A tételek el§sorban a forgastestek felszinének és térfogatardkitisara alkalmas (ismert
sulypontadatok birtokadban), de sulypont meghat&mazés alkalmasak (ismert felszin- vagy
térfogat — adatok ismeretében).

Hatarozzuk meg példaként egy félkdrlemez sulyportk helyét (98. 4bra).
A sulypont természetesen a szimmetriavonalon lesypan az y; koordinatat kell

meghatarozni.
Alkalmazzuk a Il. Pappus — Guldin tételt!
A félkor x tengely kerIi(Zﬂ szOggel tortéd) elforgatasa soran sepert térrész egy gomb.

A térfogat, a félkor terulete, a forgasszogyeskozott a kapcsolat:

2
4R =R oy,
3 2 =
—_— = Ra
\VJ A
A keresett sulypontkoordinata teha
4

=—R=0424R
Ys 37

98. abra

MEGJEGYZES

A sulypont — koordinatakat megadd képletek megjéggz megkonnyiti, ha a képletek
nevedvel atszorzott alakjanak mechanikai értelmére figryle

a XSZ\/i :inAViz képlet péeldaul kifejezi, hogy a sulgkrsulypontban haté erégtnek
nyomatéka egye@ila megoszI6 sulyérendszer nyomatékaval.

A Pappus — Guldin — tételek tanulasanal gyakradweitett hiba: szem @l tévesztik, hogy
egyszer a meridiangdrpmaskor a meridian metszailypontjarol van szo.

|.17. Tapadd és csuszo surlbdas

A SURLODAS JELENSEGE

Az eddigiekben feltettiik, hogy a testeket hatarfeldletek mindegyike simavagyis
azokon mas, mint a fellilet normalisabé &smasztodr nem ébredhet. Minden mas esetben a
felilet érdesAz érdes fellletekkel hatarolt és egymassal keittestek az egymason torten
elmozditassal szemben ellenallast fejtenek ki.Zzalamagyarazhato, hogy a hatarol6 fellletek
aproé kiemelkedései, mint egymésba akado fogakjgktalmozgést.
A jelenség neve: surlodag viszonyokat modositja, hogy a surlédé testerazak vagy
folyadékokkal nedvesitettek.
Itt csak az un. szaraz surlédakfoglalkozunk, a folyadéksarlodassal nem.
A szarazsurlédas elméletét aiismaki gyakorlat szamara kiel&gipontossaggal Coulomb
alkotta meg.
Tapasztalati tény, hogy ha egy érdes vizszintem dflelyezett G sulya testre a sikkal
parhuzamos és azdlden valtozo F (t)* dr hat, akkor a testnek az érdes sikkal érinikez
feliletén (99. abra) olyan megoszlérendszer ébred, mely —nem tulsagosan nagy Ft) er

* Kivételesen hivatkozunk az éfogalmara. Az id jele altaldban: t.



esetén- biztositja a test nyugalmi helyzetét.
A test elmozdulaséat gatlé megoszlérendszer S (t) erége a _surlédo €. Esetinkben ez F

(t)- vel egyiitt valtozik az igben és minden pillanatba®(t) = —F (t).

A fentieket még szemléletesebbé tesszik a 100.

segitségével. Noveljék az F (t) 6evalamilyen torvény 1@
szerint, 0-r6l indulva (folytonos grafikon). A tes

elmozdulasat gatlé S (t) surlédééeugyanolyan térvény F(t AR
szerint valtozik (pontozott vonall grafikon), tehat két . S(t) -

grafikon egybeesik. Ez a jelenség addig tapasztalinaig F 7777777 7I77.
(t) el nem ér egy bizonyos, . illetve S (t) egy vele egyehl N

S, Ertéket.

99. abra
Ekkor a test az elmozdulas hataran, mas szovaimegesuszas kiiszobén van. F (t) —t tovabb
novelve az eddig tapasztalt nyugvasbeli, vagy t@psarlédasmegsiinik, a surlédd e
hirtelen cstkkenését tapasztaljuk.

F)|Sct) /
S (t) nem tart tbbbé egyensulyt F (t) —vel, igyéa &b £ ¢

idébeli  valtozasat leir6 grafikonok szétvélna °max|-max £
egyidejileg a test, mozgasnak indul. Surlédé agyan 1

F.tUllépése utan is hat a testre, de ez altala
kisebb, mint F €s tobbé-kevéshé filiggetlen

............

max

mozgastol (a sebessélt A mozgo testre hatd sarldd t
ellendllas a csuszo surlodas tapadd s. .| csUSZO S._

100. 4bra
SURLODASTENYEZO

A surlodo ebé iranyanak meghatarozasa végett tegyik fel, hogytest méretei
elhanyagolhatdéak. A surlédééehatasvonala ekkor mieges az érintkezési ponthoz tartozo
normalisra és az aktivdk eredjének a normalisra méleges 0sszetéjevel ellentétes iranyu.

Tapado surlédas esetdra S jeldli a sarl6do &F vektorat, a megesiszas kiiszobén

§‘ = 4,N, ahol

- U,: a surlodo testek anyagatol, az érintkédiletek simasagatol fugagllando,
neve: a tapado surldédas tédyetnyugvasbeli sarlodasi teny®z
- N: a két surlodo test kozottikddé nyomdebdk nagysaga (a két test altal egymasra
gyakorolt 8k normalis 6sszetéyenek abszolut ertéke).
Ha a testek érintkezése nem elhanyagolhatd térideimon torténik, akkor a sarlodo oér
rendszerének megoszlasat csak az elmozdulas hasan@nik. Ekkor az érintkezési idom
minden pontjaban érvényesil a COULOMB - surlédésétiye, mely szerint a surlodoskr
olyan irdnylak és nagysaguak, mint amilyen az egylgazashoz szikségesek. Ha a
nyugalomnak a suarlédas altal biztositott Iéségét kimeritettiik, akkor az érintkezési idom




mindendA teruleti eleméndS = 1,dN sarlodé eé ébred, s mivel az ilyen nagysagu surlédo

er6k akkor tudjdk az aktiv ér ,vizszintes” Osszetéjenek lehei legnagyobb értékeét
ellensulyozni, ha azzal parhuzamos hatasvonalUakiribdd ek megoszlé parhuzamos
erdrendszert alkotnak.

Csusz6 surlodas eset@ontszei erintkezést feltéve a sarlodGer

- 4> a surldédo testek anyagatol, az érintkéduletek simasagatdl fugallando, neve:

a csuszo surlédas téwyeta mozgasbeli surlodas tenyge),

-N : értelmezése azonos a tapado surlédasnal szeegjEnlel,

-V, : a test érintkezési pontja mozgasanak iranyabatimegységvektor.
Ha az érintkezés nem pontszeakkor a surlédd ék megoszlo drendszerének iranya az
érintkezési idom minden pontjaban az ott érvényesgasirannyal ellentétes.
A surlodasténydez meghatarozasa kisérlettel torténhet. Némi tajédt@zivaz alabbi tablazat
nyuijt.

A surlédé testek Tapado surlodasi tényez | Csusz6 sarlodasi tényez
anyaga

Acél és acél 0,15 0,09

Fa és fa 0,4-0,6 0,2-0,4

Fa és fém 0,6 -0,7 0,4-0,5

Felhivjuk a figyelmet a tapad6 €s csusz0 surlodéi kényeges kulonbségre: a surl6dé er
nagysagat tapadd surlédas esetén egilenség, csuszé surlédas esetén edgeg
szolgaltatja.

SURLODASKUP

A surlédasténydmek — mely dimenzid nélkili szam — szemléletejéle adhaté.
Tekintsiink egy érdes sikon nyugvo, elhanyagolhdtgusfelgombot és egy tesleges
nagysagur- erét, mely a test hatarfellletére nikrges hatasvonall, és a 101/a abran lathato
normalissal valtoztathaté szdget zar be. Ha aztetnlp szoget O-rol kiindulva ndvelni

kezdjuk, az egyensuly bizonyqs, sz0g eléréséig fennall (101/b abra). A testet etfitani
igyekws es Fsinp,, ezzel egyerdl azSsarlodo eb.
Ekkor Fsinp, =S = y,N = F cosp, [}, .



101. &bra

Ebbsl t90,= Mo-

A surlodasi tényez tehat azon szdg tangensének is tekidthmelyet a megcsuszas kiiszobén
az aktiv ebk eredsje a normalissal bezap, neve:_surlédasi sz6g

A fenti meggondolasbah nagysaga nem jatszott szerepet.

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy a test a miesgEs kiiszobén all, ha a rea hatd aktiv
erok eredjenek hatasvonalgp, =arc tgu, szoget zar be a normalissal (feltesszik, hogy
felbillenéssel nem kell szamolni).

Ha az dsszes olyandehatasvonaléat tekintjik, mely a test valamilgrintkezési pontjan halad
at, és p, szoget zar be a normalissal, akkor a mondott expsdnegyP csucsu forgaskupot

alkotnak, melynek tengelye R — beli normalis, fél nyilasszogp, Ez a_surlodaskug102.
abra).

A test tAmaszidoménak minden pontjahoz tartozikbdaskup.
Azt is mondhatjuk: a testre hatd aktivé emindaddig nem
mozditja el a testet, mig azédratasvonalanak a tamaszté sikk
alkotott déféspontjahoz tartoz6 sarlodaskupon bleélyezkedik
el a hatasvonal.

Ha a 102. abran lathato aktivwkr(ezek kozt van a suly@rns)
ereddje:

F,, atest nem mozdul el,
F,, atest az elmozdulas kuszobén van,
F,, atest elmozdul. 102. abra

A fenti kijelentések érvénye &z ,F,, F, er6k nagysagatol fuggetlen.
CsUsz6 surlodas esetén szintén bevezethetirlddaskup fogalma.

11. Példa
A vastagsagi gyalugépbe betolt munkadarab visséd&séet a 103. abran lathaté megoldassal

akadalyozzak meg: a munkadarabra @m#s egy Un. visszavagas — gatlo tamaszkodik, mely
a betolast nem akadalyozza, de a vissZalégt igen.



AR

103. abra

Allapitsuk meg, hogy milyemr szog alatt kell bedllitani a gatlét, hogy barmetkeaisszalok
ers esetén is hatdsos legyen a berendezés. A gatidegeéai adatail( R), valamintG sulya
ismert (104/b abra), a surlédasténygz.

Megoldas.

Induljunk ki a munkadarabra hatéékrvizsgalatabol (104/a abra). A munkadarab §kog
mozog (ezeket és a tAmasztéket az abra nem tinteti fel), igy a munkadarab al&f@&n
surlodassal nem szamolunk.

F
F,.E=————"= eldtolds irdnya

I,

a. b.

104. abra

Ugyancsak nincs most szerepe a munkadarab sulyArmakinkadarabot visszaltkni kivaio

erovel ellentétes a munkadarab felsikjan hatd, szintéir nagysagu surlédoerés az—
U

nagysagu normalér

Vizsgaljuk most adotta esetén a gatlo egyensulyat és nézzik meg, hogkarekehet
maximalisan a visszalélkers (104/b 4bra).

Az O forgaspontra felirt nyomaték — egyenlet a kkez:



%cosa@+(l sing + R)F - | cosaEE =0,

F{l—cosa —(Isina + R)} - cosarm,
7] 2

I—cosa'E(B
_ 2

" lcosa
U

~(Isina + R).

Adott a esetén tehat maximalisan ekkora vissz&léi hathat. Ha a nevéz— 0, F - o.
Barmekkora lehet a visszal®ks, ha

| cosa ~(Isina+R)=0,
U
vagyis teljesul
= I.c& =tgp Osszefiigges.
Isinag +R

Amint az kdnnyen belathatd, ez a feltétel azt jieldmogy a gatldé érintéspontjaban felvett
surlédaskup egyik alkotéja atmegy az O ponton.
Az igy meghatarozottr szégnél nagyoblor természetesen szintén megfelel.

1.18. Csapsurlodas, kotélsurlodas, gordilési ellefias

CSAPSURLODAS

Ujra szemugyre vesszik az |. 4. — ben megismerkl@sukapcsolatot, most azonban a
valésagnak megfeléén nem tesszik fel, hogy a csapagy és a csap samev nest.

A valésagban a csap atmifr valamivel kisebb a furat atnégénél (ezt a 105. abra tulozva
abrazolja a szemléletesség kedvéért) és a kététagkezése a valdosagban nem egyetlen
hengeralkoté6 mentén torténik, mert a rugalmas aingagp €s csapagy deformalodik.

A tapasztalat azt mutatja, hogy ha a csapot t@riesd hatdsvonala atmegy a csap
kézéppontjan, akkor a csap nyugalomban marad, & fltal a csapra gyakorolt tAmaszto
erérendszer szimmetrikus, melynek megoszlasarél kbbéleem mondhatunk.

Ebben az esetben az egyensuly sima fellletekdtdizgise esetén is lehetséges (ekkor a reakcid
— eBrendszer irdnyat minden érintkezési pontban azZwtényes normalis szabja meg), a
tovabbiakban azonban surlédassal szamolunk.

Ha azF csapterhelés hatasvonala nem halad at a csapéppd@jan (105/b abra), de nem tual
nagy tavolsagra van attél, még tovabbra is lehetség egyensuly.

A megoszl6 reakci6 — @rendszer mindenesetr
ekkor mar nem szimmetrikus és a surlédas jelen
miatt a reakcioék irdnya altaldban nem ¢
normalissal esik egybe. AzF csapterhelés
hatasvonalanak, a csapkdzéppontnak a tavols
tovabb névelve eljutunk egy olR, tavolsaghoz,

melyet barmilyen kis értékkel tallépve a csap eltdy 105. abra

a.



megcsuszik a furatban.
A csapterhelés szempontjabol nincsen kitlntetétyir barmilyen, a csapkdzéppontti),

tavolsagban hato &resetén, kiiszobon all a megcsuszas. Az O kggisugarral rajzolt kor a
csapsurlodas koyeR, a csapsurlédas sugara

R, pontos meghatarozasa sztatikai iton nem lehetshigesiny egyszésit feltevéssel élve
azonbanR, megbecsulhét

Tegyuk fel, hogy a deformaciok elhanyagolhatokgy a csap felfekvése egyetlen henger —
alkoté mentén torténik.

Ha az R sugarl csap a megcsuszas kiszobén van, akkorpterbedés hatasvonala az
érintkezési ponthoz tartozé normalisgal szbget zar be (106. abra), ennélfogva

tng - R ﬂO

R, =Rsinp, = R————— :
’ \1+tg°p, N

Becslésunk jonak mondhato, ha elég lazan illeskkad
csap a furatba. %

ValéjabanR, = R—22°_ ahola)l .

yi+ ,U02

106. abra
a, . . TR A A Ao .
Az 9 ténye®dt u' - vel jeloljuk, és csapsurlddas tenygmnek nevezzik.
\/:I-"'/Jo2
Mivel a és 1 egyarant alig kilonbozik— 1, y' = u,.

V* 1’

A fentiek alapjan megallapithatjuk, hogy a csapgxilaé sugara aranyos a csapsugarral és
fuggvénye az anyagi migégnek, valamint a fellletek megmunkaltsaganalentebb targyalt
csapkialakitas (sikl6 csapagy) mellett emlitést edreinek a kilonféle megoldasu
talpcsapagyak (107. abra) is.

SN
|

7
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%
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NN

‘ ////g//.l»'//i

107. abra



KOTELSURLODAS

A miszaki gyakorlatban sokszor alkalmazott koételek,tdsajjak, huzalok mechanikai
viselkedése tekintetében lényeges szerepe van ladasmak. A jelenségek magyarazata
céljabol_idedlis kotédl dolgozunk, vagyis feltesszik, hogy a kotéH().

- nyujthatatlan,
- tokéletesen hajlékony,
- sllytalan.

Rendszerint a kotél vastagsaga is elhanyagolhato.

Tapasztalatbdl tudjuk, hogy ha egy érdes rogzitetigeren atvetett kotél egyik végén teher
fligg, s a masik végre gyakorolt kisieel is biztosithaté az egyensuly, de viszonylagyrag
szikséges ahhoz, hogy a teher emelkedjék. Fokazétt@nyesek a fentiek akkor, ha a kotél
felfekvési ivhosszahoz tartoz6 szagtobbszorose.

A jelenséget a 108/a abran szemléltetjuik.

Ha azt a legkiseblf,, et keressuk, mely & sulya teher egyensulyban tartdsahoz szukséges

(vagyis melynél a teher sillyedése all kiszobdRoaF, ;. (G.
Ugyanis —mivel a surlédas teljesen ki van meritvé&édtél minden érintkezési pontjaban az ott
érvényedd N normaleb €s i, szorzatabdl allo surlédaehat aG és F,,, eokon kivil (108/b

abra). A kotélre hat6 dsszesmeek a henger tengelyére felirt nyomatéka:
RG- [Ru,dN - R[F,,, =0, TN

Frin =G = [ 1,0N(G.

Ha azt a legnagyobb drkeressik,
mely a teher egyensulyban tartasat |
a. b.

meg lehetvé teszi (vagyis melynél |
108. 4bra

a teher emelkedése all kiisz6bon
akkor hasonlé meggondolassal aj

Arra a kérdésre, hogy milyen a kapcsolat van egyegcsuszas kiszobén dekotéldarab
végeire hatd ék kozott, a valasz a kdvetkiz

kapjuk, hogyF, . )G .

max

Tétel: ha egy rogzitett érdes hengerre csévélt kotéeeKeési
szOgea , a kotél es a henger kozti tapado surlodas tépyez, ,

a kotéldarab végeire hat®krF, ésF)F, ,vegul, a.
a kotéldarab a megcsuszas kiiszébén all, akkor

F=Fe".* 109.4bra

n
*e a természetes logaritmus alapszéma'nw(1+ 1) =2718
n




Bizonyitasvazlat.

Vizsgaljuk a felfekv kotélszakasz egy olyan darabjat, melyet a hengerdgymassallg
szoget bezardé szimmetriasikja metsz ki
A kotéldarabra haté ék a kovetkedk: K(K' kotélebk. AN normaleé, AS surlédo eb.

Ezek vektorialis 6sszege zérus. A 109/b abrabdidkiiva megmutathatd, hogy hisg - 0,
akkor K' - K, AN - KA@, AS - u,KA¢ valamintAS - K'-K =AK..
AS két alakjat 6sszehasonlitva azt latjuk, hogy

AK = p, KA
Hatétré\tmenetteP}TK = l,d¢.

Ez a kotélsurlodas differencialegyenlete. Ha egyfelfekvési szoghoz tartozo két kotéler
kozott akarunk osszeflggeést teremteni, ezt a diffigélegyenletet kell integralng = 0,

@ = a, s az ezeknek megfetekotélebk, mint integralasi hatarok kdzott

I e——y T

1 [ _
UK = !/Jodqﬁ, InK]; =In

F = F.e”.

A kotélelb a és u, ndvekedésével rohamosai n

Emlékeztetiink azy=e* fiiggvény grafikonjara (110.
abra).

E fliggvényabra, illetve a kotéteképlete érthéivé teszi,
hogy egy rogztikotél mar néhanyszoros koriltekere
esetén is igen nagyddr felvételére képes.

Figyelemreméltd, hogy a képletben az érdes fix ber
sugara nem szerepel. Ha azt a minimal& &eressuik,
amellyel adotta, 11, esetén még éppen meg lehet tart:

egyG sulyu testet, akkor

\c'ow r oo

4
N
W

110. abra
Ha a kotélet maximalis értékét keressiik, akkor

Froax = GE.
Végeredményben a szabad kotélvégre Ragdre a kovetked kirovas érvényes:

GeH? < F <Gl
MEGJEGYZES

Hogy rogzitett y, esetén milyen azF(a) flggvény, azt nem tudtuk mechanikai
meggondolasokkal kézvetlenil meghatarozni. Felirivatt azonban a felfekvkotéldarab egy



elemi szakaszanak mechanikai viselkedését leiférdifcidlegyenletet. Megjegyezziik, hogy a
bizonyitasban szergpl hataratmenetek eérvényességét pontosan nem igazoligy
gondolatmenetiink nem tekinthigeljes bizonyitasnak.

Egy — egy mechanikai probléma matematikai modeg#jiein®t differencialegyenlet felirasaval
a tovabbiakban is talalkozunk.

GORDULESI ELLENALLAS
Vizszintes aljzaton (sin, talaj, stb.) nyugvA

jarmitkerekek, hengerek, golyék (forgastestek)
tapasztalat szerint akkor nem gordilnek el, hasa
(tovabbiakban: kerék) terhelése a 111/a abra sger
vagyis az aljzat sikjara mideges, de a kerék
érintkezési pontjatdl nem tul nagy tavolsagraélé
hatasvonalon Gkods Q erd.

A jelenség ismét a testek deformalédasar
figyelembevételével magyarazhato.

111. &bra

Ha a 111/b abra szerint a kerék terhelését egyikesan hatdQ erre és egyM erdparra
bontjuk, azt talaljuk, hogy deformalddo aljzat Bigszintén deformalédo) kerékre gyakoimlt
reakcioed Q-val egyutt ebpart alkot, mely aM erparral egyensulyban van mindaddig, amig
Q ésR hatasvonalainak egymastél mért tavolsaga nem hakegl egy — eléggé kicsiny k-
értéket. Az aljzat deforméalédasa tobbé — kevésh#bedm lathaté mddon alakul, vagyis a kerék
haladasi irAnydban jelentkezik bizonyos méftistdomborodas.

A leirt jelenég — vagyis, hogy a testek deformasada gordulést gatlo hatast képes biztositani
— a_gordulési ellenéllas

R hatasvonaldnak az érintkezési ponttél mért maxeémdltavolsaga — melynél még nem
kovetkezik be a gordilés — a gobrdilési ellenallagak Ez tavolsag dimenzioju mennyiség,
értéke a fontosabb esetekre vonatkozoélag tabladzatotalalhato.

Val6jaban k nem igazi éallandd, hanem tobb tényefiiggvénye. A kerék sugaranak, a
sebességnek, a gordilésben részt vestek anyaganak, és példaul fanal a gordulégarak

(a rostiranyhoz viszonyitva) is szerepe van.

Tapasztalatunk szerint az aljzat nem csupan a sijdira mefleges aktiv gk esetén képes
gatolni a gordulést, hanem olyan esetben is, nmuilyat a 112. abra szemléltet.

Ezt az altalanosabb esetet nem vizsgaljuk réseletessak
Osszefoglaljuk a szamitdsok szempontjab6l lénye
tudnivalokat.

A kerék, gordid mozgasanal egyiddpg szerepe lehet ¢
Coulomb — surlédasnak is. Ha a kerékre hat6 akéik eredje

a gordulés mentességet biztositd fekvési potokosszusagu
szakaszan belll metszi az aljzatot, nem jon lé&irdigés.

Ha ezen kivil az emlitett e&uek az érintkezési pontho.
tartoz6 normalissal bezart szoge nem nagyobb, rmpint(a

tapadd surlédas szoge), akkor a magcsuszas vesyaill

fenn. 112. bra

Az elmondottakat szemlélteti a 113. abra, melyenRa#,,F,, F, ersk kilon — kulén a

kovetked jelenségek okai:




F, : csuszas (gordulés nélkal),
F, : nyugalom,
F, : gordilés (csuszas nelkul),
F, : egyideji csuszas — és gordulés — veszél
|
Megemlitjilk még, hogy a gordllési ellendll: \ | /
lényegesen kisebb, mint a Coulomb - surl6c \f; i &
formajaban jelentkéz ellenallas. Ezt a tényl \ 'f P>
messzemeaien kihasznalja a fiszaki gyakorlat, fe . Py 3
példaul a gordiél csapagyak alkalmazasanal. ! \\ '\//
7 /
2k
113. abra
12. Példa
A 114. abra an. szijhajtast abrazc
Az A jeli kerék egyenletes forgatasdhoz, illetve A
hozzakapcsolt szerkezet mozgatasahBzjeli kerékre 7 ‘W/’
alland6arM nyomatéku eipart kell mikodtetni. 5
Meghatarozandok a szabad szijagakban ébestk
(mikodés kdzben), valamint B kerék tengelye altal a
csapagyra kifejteft efo.
114. &bra

Megoldas.
Vizsgaljuk aB jeli szijtarcsa egyensulyat!
Ha a surlodas teljesen ki van meritve, akkor a &lbBa alapjan a szijagakban hatéker

S, ése™*Ss, =c§, .
Se
€
A tengely altal kifejtett & Q&
T =S,(1+c).

A tengelyre felirt nyomaték — egyenlet:
RS +M —-Rc§ =0. 115. abra

Ebbdl a keresett sulyék:




M & M (e +1)

__M _

A hajtészijat bizonyos mértékigéekell fesziteni, mert a laza szij megcsuszhat pasesan.

Megmutathato, hogy a sziikségeffetzit) er6 nyugalmi helyzetbenS, = %(SO + S).

Megemlitjuk még, hogy a targyalt példa pontosablgaottsahoz a forgas kovetkeztében
felléps hatasokat is figyelembe kellene venni. Ehhez azonh sztatika eszkdzei nem
elegendek.

1.19. Eqyszefi gépek, fékszerkezetek

Minden gépben megtaldlunk néhany lényegileg azalapelemet az Un. egystier
aémeket. Ezek lehetnek léjttipusuak: leji, €k, csavar és enteltipusuak: emél csiga,
hengerkerék.
Az aldbbiakban néhany, atiszaki gyakorlat szempontjabdl jeléstfeladatot mutatunk be az
egyszeii gépekkel kapcsolatban, mintegy az eddig targyaatka — anyag alkalmazasa-
képpen.

LEJTO

Fontos szallitbeszkoz. Segitségével a terhek kiseéblel emelhetk, illetve cslsztathatok. A

valésagos left mindig érdes.

1.Probléma: nyugalomba maradhat — e az érdésddjelyezett és magara hagyott test?

E kérdésre Iényegében mar valaszt adtunk koraddaf).(Amennyiben a testre hatd aktiv er

—ez most a sulyér hatasvonalanak doéféspontja a tAmasz — idomon e s a hatasvonal a
dofésponthoz rendelt surlédaskupban helyezkedik ®lst nyugalomban marad.

A fentiek, illetve a 116. abra alapjan az elmozdlaszobén a Idjthajlasszége és a sarlodasi
sz6g kozott a kapcsolat:

a=p,.

Ez az 6sszefliggés egyskenddszert nydjt a surlédasténye:
kisérleti meghatarozasara.

P,- nal kisebb hajlasszdg lejto esetén a test szinté
nyugalomban marad, €s nincs a megcsuszas kiiszobén.
Az a < p, hajlasszog lejtot 6nzardak nevezik.

2.Probléma: milyen legkisebb émel lehet megakadalyozni
egy (nem 6nzaro) Idjte helyezett test lecsuszasat?

116. abra
A lefelé csuszas kiiszObén a testre hatk egy, a lejp sikjara mefleges és esésvonalat
tartalmazoé sikban helyezkednek el. Ezek ék:eaG sUlyeb a T, tamasztody, €s a lecsuszast

gatlo F, er6 (117. abra).



Kiloén szemléltet az abra egy surlodaskupot.
lefelé tortéd csuszas hatard@ és F, eredje e
kup e jeli alkotojaval parhuzamos.

F, vektora kdnnyen meghatarozhato. Ugyail
(G.F,T.)=0 T]iés ‘Ifl‘ minimalis. EzekBbl
kovetkezik, hogy F, vektorat az &bran

feltlintetett szerkesztéssel nyerjik.
A vektorabrardl leolvashaté, hogy

F, =Gsinla - g,)

Hasonlé meggondolassal adodik, hogy aétejt
felfelé vonszolashoz szikséges miniméa
vonszolo e

F, =Gsin(a + p, ). 117. abra

Figyelemre mélto, hogy a széé&ték — tulajdonsagot mutat§,, F, eok nem parhuzamosak a
lejté sikjaval, tovabba, hogy = @setén a legkedvélab vonszolo € p, szoget zar be a
vizszintessel.

EK

Arra a kérdésre, hogy milyen kapcsolat all fenn eédgwyek az anyagba valé behatolasi
mélysége és az ékre haté &bzo6tt, nem adunk valaszt. Ehhez nyilvadn az anykgdonsagait

is ismerni kellene.

Bizonyos Osszefiiggés az ékre hatékemaz €k lapjai altal bezart sz6g és a surlodas@ny
kozott azonban kdnnyen megallapithatdé — ha az tékabbhatolas kiiszobén all. Legyen az —
egyszeiiség kedvéért szimmetrikus- ékre haté akttvFeraz €k lapjaira az anyag altal kifejtett
erdk normalis Osszetéyenek nagysagdN, az ék lapjai altal bezart sz6gx , a surlodasi

sz0gp, -
Ekkor a vektorabra (118. 4bra) alapjan:

Sin(a+po)=%, F :2N—S'“§g’S;p°).
0

cosp,



118. abra

A képletl®l kiolvashatd, hogyr cstkkentésével a szamlald, teRas csokken.

Ugyancsak ényos p, csokkentése, mert akkor a szamlalo csokken, azfienévekszik,

végeredménybeirr csdkken. Ezért példaul a fémek vagasahoz hasxgéik élét olajba

martjak surlédastényézxsokkentése céljabal.

Itt is beszélhetliink 6nzéarasrdl: 6nzéap ék, ha magara hagy{g=0) nem vetdik ki az

anyagbol.

sin(a - p,)
COoSsp,

A fenti szamitashoz hasonl6é azt mutatja, hogy akie&todésétF = 2N erovel

lehet meggéatolni. Ekih kovetkezik, hogy az 6nzaras feltétete< p, .

A lejto és az ék egyitt jelentkezik a 119. abran, melggnheronyés egy benne elmozdithato
ek szemlélhét (az ék két nézetben).

Problémat jelenthet annak a — papir sikjaradheges, vagyix iranyl — eének meghatarozasa,
mely az ék elmozditdsahoz szuksége, dmichiz ék terhelés®), a surlodastényéz p, .
Legyenek az ék lapjaira haté tamaszé&emormalis 6sszetév N, = N, = N, a surlédo &k

S =S, = iN.

Ezek iranya olyan, hogy az elmozdulast a lehetskeggmgyobb mértékben gatoljak, vaglis
irAnyaval ellentétesek.
Az elmozdulas hataran

ZFXZF_Z,LI()N:O, ZFz:_Q+2NSina=OI FZILIOQ:/'I(')Q
Siha
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119. abra

A horony hatasa olyan, mintha a surlédastétyez

Uy = Ho YU, értékire novekedne.

sina
Ennélfogva, ha az a cél a surlédas novelése —pdleéarésnél- akkor az szoget kicsire kell
valasztani.

Ha a surl6das karos —példaul gépek vezetékeinkbralagyra.

CSAVAR

E fontos kodelem leggyakoribb két tipusa a lapos mérést az éles merietsavar

Geometriai szarmaztatdsuk a 120. abrabdl értimety. Egy henger tengelyét tartalmazé sikban
olyan téglalapot, illetve egyefdzari haromszoget veszink fel, melynek oldalat{gélea
haromszdg alapja) a hengérla sik altal kimetszett alkotora esik.

Ezutdn a sikot a henger tengelye koril egyidg;

egyenletesen forgatjuk és a tengellyel parhuzamc
eltoljuk. E csavarmozgas soran a sikidomok fellste
irnak le, melyek kdzul a vonalkakkal jeloltek lapoesgletve

éles mendi csavarfeliletek. A henger és a csavarfelile
egyuttesen hataroljak a csavart (csavarorso).

A csavarmozgast vé§zsikidom altal 360" - os elfordulas
soran leirt alakzat a csavar egy menete, a koz
végbement tengelyiranyl eltolas a menetemelkedés.
abrdn nem lathaté a csavar negativ formajat mu
anyamenet, melybe a csavarorsé behajthato.
Megjegyezzik, hogy csak az abratakarékossag ked\
abrazoltuk egyitt a két menetfajtat. Valojabanrilyegyes
csavarmenetet nem szoktak késziteni.

Lapos mendt csavarral talalkozunk példaul a faipa
mithelyek nélkilozhetetlen eszkozében, a
pillanatszoritéban (121. abra).

120. &bra



Kézenfekw probléma: mi az 6sszeflggés a pillanatszorité j@arao /———l
gyakorolt nyomaték és szoritopofak altal gyakongtbhmoetk kdzott?

Tegyuk fel, hogy az 0Osszeszoritott anyag altal avasa kifejtett
(megoszld) &F eredbje F, s a csavarra haté&gyér forgatbnyomatéke
M.

A csavarnak két, egymassAlp szoget bezardé szimmetriasikja alt

hatarolt részére (122/a 4bra) ekklz}rA¢ ers jut, a nyomatékbol pedic
T

{e

M

—Ag.
T
121. abra

)

aA¥ Q F

3}\ of % v]—,;AP
as
a b. C.

122. dbra

Az emlitett csavar rész (tovabbiakban: szelet) mesneészének csavarfelillet — darabjait kis
A¢ esetéen sikidomoknak tekinthetjik. E sikidomokredhaN és AS = y,AN erdk a 122/b

abran szemlélhék. A csavarmenet kézepes sugaRatel jeldlve, a szeletre hatd égrrt
eléallithatjuk2R karral ésQ = an—Alf alappal.

Ezutan vazoljuk fel a szeletekre hatélkevektorabrajat az elmozdulas kiisz6bén (122/c abra)
A nyomoéet, a menetekre hat® AN ésd AS erk, Q és -Q vektor ebparalapok és

szelet tulsé részére hat@kvektorialis 6sszege zérus.
A vektorabrabdl leolvashat6:

1F
ETTA¢ dg(a + p,) =

_ MAg _ M
=, F=———.
2R Riig(a + p,)




Ha az a cél, hogy adoi nyomatékkal minél nagyobb drfejtsiink ki, akkor eredményiink
szerinta és p, ertékét csokkenteni kell.
Az éles menét csavarnadl modositott surlodasténywe dolgozunk — mint a horonnyal

kapcsolatban lattuk.
Eles mendt csavart ott alkalmazunk, ahol a csavarkétés Isatlakarjuk megneheziteni.

CSIGA, HENGERKEREK
Nem foglalkozunk a szorosabb értelembe vett éwetl(egy —€s kétkari en#®] csupan
specialis forméjaval, a csigaval és a hengerketékdzek fogalmat ismertnek tekintjik.
El6sz6r azzal a problémaval foglalkozunk, hogy d€gysulyu teher, allo6 csigaval tort&n
emeléséhez minimalisan mekkoFa er$ szukséges, ha a
csapsurlédas jelenségét is figyelembe vesszik (: $D
abra).

A csigét és tengelyét egy testnek tekintjik ésegslzik, // AH\RL\\

hogy a kotél nem csuszhat meg a csigan. A tehel / \_ _ L
emelkedés kiszobén all, ha &z, G erdd erdjének \ —7 GE-—
hatasvonala a csiga tengelyhez tartoZg, sugard N .
csapsurlddasi kort (jobbrol) érinti. —= A
Ekkor GE+RO -F 2—R0 =0 | ﬂf;
2 2 ’ 6
+
-G D + 2R,
D +2R,

123. abra

Hasonl6 szamitas szerint az Bz efd, melynél a teher a sullyedés kuszdbén all:

D-2
F, =G

2 "D+2R,’

A teher (és a csiga) nyugalomban vanMa& F < F,.
A két szél§ er6 aranya:

F _[D+2R]
F, |D-2R, |’

Ha hengerkerekekib 6sszeépitett szerkezet egyensuly \_
elemezzilk, célszéra szerkezetet részenként vizsgal \
Gondosan fel kell tiintetni az egyes részekre hdikeg
figyelembe véve az akcio — reakcio elvet.

Fogaskerék — szerkezetek is hengerkereiek
Osszetettnek tekinthik. Ekkor az egymassal érintkez
fogak  altal gyakorolt &k  kozelibleg a
kerékkdzéppontok centralisara rleges hatasvonallak,
amint az a 124. abra kinagyitott részletén lathato.

VRN

124. abra



Az elmondottak illusztralaséra vizsgaljuk meg adde problémat. A 125. dbran lathato |.
jeli kettos fogaskerék két kereke kozill a nagyobbik osztdigi€ sugara adotR. E kerékre
hat6 eb (egy masik fogaskeréidrad6dé fognyomasdy.

Az |. jeli kettos kerék kisebbik fogaskerekéhez egy llijgaskerék kapcsolodik, melynek
tengelye ismertl tAvolsagra helyezkedik el I. tengel§etA Il. jeli kerékre adotM nyomatéku
erépar hat.

Hatarozzuk meg a két fogaskerék altal egymasratdife) fognyomasokat és az I. jekettos
kerékr sugarat.

A szerkezetet részeire bontjuk és feltuntetjuk iked (126. abra)T,,T, a tengelyek altal a
kerekekre kifejtett éik.

* Két egymason gordtl osztokdr ugyanazt a forgasi (sebesség) viszorgtahtétre, mint az
altaluk képviselt fogaskerékpar.

A két rész tengelyére felirt nyomatékegyenletek:

RF-rQ=0, M-(d-r)Q=0.

Ebbsl az egyenletrendszetb

:d[R[F' Q:M+RF. 125 4bra
M +RF d

LegyenR=10 cm, d=14 cm
F=200 N, M=3000Ncm,

R=5,6 cm, O=357.1 N.

A tengelyekre hat6 ék:

T, =F +Q=557]N, 126. abra
T, =Q=357IN.




FEKEK

E helyen foglalkozunk a faiparban alkalmazott kbidz fékezd berendezések sztatikai
vizsgélataval is.

A legfontosabb két féktipus:

a pofas- és a szalagfékek.

Un. egypofas féét szemléltet a 127. abra.

Sztatikai szempontbdl a probléma az, hogy miniraélismekkoraF erst kell a féked karra
kifejteni, hogy azM nyomatéku diparral terhelt fékdob nyugalomba maradjon. Vizadél
szerkezet részeinek egyensulyat!

Ru,N-M =0, N= M lf

Ezutan a fékezkar sulyabol:
bN +az,N —cF =0,

+
F=NOtaHh F=mPtdh 127. bra
C M, RC

Ha a dobra hat6 épar forgatbnyomatéka ellenkezlsjelii, hasonldé szamitassal azt kapjuk,

hogy F =M M

HoCR N

A
o , , S| F

Mint lathato, a fekedhatas most | 4
nagyobb. . Jl& N !
llyen  forgasmoédnal b(u,a N °
esetén a fekéers 0, a fék b
onzar6 Ha az "a" tavolsag S
zérus, mindkét forgasmaodné
egyenb a fékedhatas.
Az egypofas fék tengelyére, 128.4bra

fékezés kozben egyoldali ddratas érvényesul. Mint latni fogjuk, ez szilardsagt
szempontbdl kedvéten, ezért (és nagyobb fékehatdsa miatt) 6hydsebb a fékdob két
szemkozti pontjan elhelyezett fékpofaval ellatatt kétpofas félalkalmazasa (129. abra). Az
abran szerkesztéssel mutatjuk be a fékezéshez égadds e meghatarozasat, ismertnek
tekintve a surlodasi szoget és a geometriai adatékdekdobra hatdé surlédé @&k vektora

meghatarozhatd, ugyanis ezekmart alkotnak, melynek alapja =

Dsinp,

S ismeretében, tovabba abbodl, Hogy Il. test egys@addl a C-nél hatd &rhatasvonala
hatarozott, az I. testre hat®@kivektorabraja megszerkeszihet

Ezutan az |. testre hatéoérvektorabraja, s igf szintén szerkeszthite valik.



129 abra

Végul tanulményozzunk egy tipust a szalagfékek Kkozu

Sztatikai szempontbol a legérdekesebb az un. kaketbvagy differencial fékilyet abrazol a
130. abra, feltiintetve @ atmébjii fékdobra és fékéikarra haté kotéléket is. Legyen a dobra
hat6 eépar forgatonyomatékisl, s hatarozzuk meg a dob lefékezéséhez szikEégés

Az egyensuly hataran a fékdobra hatéke® és e’ =c jeloléssekS.A fékdob egyensulyabdl

Ezutan a fékakarra haté e&iknek a kar
tengelyére felirt nyomatéka:

bF

a,-ca
Ezt egyendvé téveS elébbi kifejezésével és a
értékét visszahelyettesitve;

Sa -cSg-bF =0, S=

_2M (a2 —ale”")
F= .
D(bre* -1

130. abra
Az 0sszeflggési megéllapithatd, hogya, < a,e”” esetén, a fék 6nzaro.
Mi torténik a féktarcsa ellentétes forgasa esetén?
A fentihez hasonlé szamitas szerint akkor

_2M (aze”" —ai)
F= :
Dble* -1)




&

Azt latjuk, hogy most, < — esetén lesz dnzaré a fék.
€

Végeredménylil a kovetkéizkapjuk:

a,yae”  :afék mindkét forgasmaod esetén hasznélhato,

&

e

(a, <a,e” . a fék az egyik forgasmaod esetén 6nzaré,

a, < % : a fék mindkét forgasmaod esetén 6nzaro.
€

[.20. A nyugalmi helyzet stabilitasa

EGYENSULYI HELYZETEK

Ha a merev testet egyensulyi helyzétdomozditjuk, a testre haté & mar altalaban
nem alkotnak egyensulyi @endszert. Ha az éendszer olyan, hogy hatdsara a test (esetleg
kisebb — nagyobb rezgések utan) visszatér egyeanbélyzetébe, akkor biztogstabilis)
egyensulyi helyzéten van. Ha tet$tegesen kis mozditas esetén a test eredeti hetl§izetég
jobban eltavolodik, az egyensulyi helyzet bizorgmallabilis). Ha az eredeti helyzettel
szomszédos helyzetekben a test szintén egyensulydranaz egyensulyi helyzet k6z6mbos
(indifferens).

Felhivjuk a figyelmet arra, hogy egy testnek, tléee mechanikai rendszernek tébb
egyensulyi helyzete is létezhet. Olykor az a céfjyhk6z6mbos egyensulyi helyzetet allitsunk
el6. Példaul a faipari forgacsoldo gépek forgod részeiy keészitik, hogy a sulypont a
forgastengelyre essen.

Kllénésen nagy gyakorlati fontossaga van a biztygesulyi helyzetnek.

ALLASSZILARDSAG

A tapasztalatbol ismert tény, hogy kilonBpdiztos egyensulyi helyzetben vestek a
feldontéssel szemben mas — mas ellenallast taafisdth Példaul egy tégla feldontéséhez
sziikséges legkisebbdoekiilonbd® aszerint, hogy melyik
lapjan nyugszik a test.

A test az aljzattal valamilyen felllet —t6bbnyii
sikidom- mentén érintkezik, melynek mindeA tertlefi
elemén dN norméleé és dS surlédéeé ébredhet. A
surlédo ebkkel — melyek a test elcsuszasat gatoljak, ve
nehezitik — méar kordbban (1.17) foglalkoztunk.

A dN normalebk - A&ltaldban megoszlé
rendszere a test felé irdnyulé nyontbevindaddig, amig
az adott aktiv érendszer esetén felirt egyensul
egyenletek olyan reakciét szolgaltatnak, melyn
tamadaspontja a tamaszidomba esik és melynek nsrr
Osszetetije a test felé mutat, a test szilardan all. Az ime
emlitett thmaszidom részletesebb megvilagitastyigjen

131. abra
Ha a test tdmasztasi pontjainak 0sszessége kaaa&xat, akkor a tdmaszidoen pontok
O0sszessége (131/a abra).



Ha a tamasztd pontok nem alkotnak konvex* alakzdt®i/b, ¢ abra), akkor az alakzat konvex
burkat tekintjik tamaszidomnak.

Blrrigy alkothatunk képet, hogy
gumifonalat képzellink kifeszitve a tamaszté pondbkéllé idom koré. A 131. abran
pontozassal jeldltiik a tamaszté pontok alakzatatfozassal a konvex burkot.

A fejlédés mindig valamilyen él, illetve egyenes korul megégbe, mely a
tamaszidomot érinti (illetve ,sarolja” 131/b, ¢ apr
Egy billenési tengelyre vonatkozé allasszilardshgtve a billenésveszély definialasa vegett
osszuk két részre a testre hat6 aktbket.

*Konvex egy alakzat, ha barmely két pontjanak dls8tteszakasza is az alakzathoz tartozik.
131. dbra

Jeldlje M, azon ebkre a tengelyre vonatkoz6 nyomatékat, melyek ailfeftes ellen hatnak,
M, azon etk nyomatékat, melyek a billenéstlézni térekednek. A test allasszilardgag
mas szodval a stabilitas biztonsagat a kovetlszammal jellemezzik:

A kovetked esetek lehetségesek:
n > 1: a test biztos allasu,
n = 1: a test a billenés kiiszébén all,
n < 1: a test felbillen.

Megemlitjik, hogy az A&llasszilardsagnak létezik nmaértéke is, mint amelyet fentebb
targyaltunk.
Az éllasszilardsag geometriai méntekalamely élre vonatkozoélag az az szdg, amellyel a
testet el kell donteni, hogy az a legkdzelebbilialgigyensulyi helyzetbe jusson.
Dinamikai mérték az egyensulyban tamado, vizszintes és az endlitetmeéleges ef, mely
a test eldontéséhez sziikséges.
Mindegyik mérték szerint az allasszilardsag anryobb, minél nagyobb a tAmaszidom, és
minél mélyebben van a sulypont.

Beszélhetliink az_elcsuszassal szembeni biztodlsésy Elcsuszassal szemben akkor
biztositott a test, ha az aktivbkreredjének a tamaszsikbadkeésszetedje kisebb, mint az ott
ébred surlodo ed, vagyis a 132. abra jeldléseivel:

g
R < ol F | :1/"'
YT,

Az elcsuszéassal szembeni biztonsag jeligmz x

<

Ho|F F t
es = |(;:‘ ! = gp, o0 - 199

J Fsing tgg

n 132. abra



13. Példa
Szamitsuk ki a lefin felfelé haladdG sulyu villas emditargonca stabilitasanak biztonsagat a
targoncaG sulyanak, & teher és a geometriai adatok ismeretében (133).4bra

Megoldas.

A felbillenést gatld aktiv érG, a billenésveszélyt &idézs e Q. A billenés a targonca €ls
kerekének érintkezési pontjan atries a papir sikjara méeges egyenes korul torténhet.
Az abranSa targonca sulypontja.

M, =acosa —bGsina,
M, =cQcosa +hQsina,

G(acosa - bsina)
Q(cQcosa +hQsina)’

Ny

ll. SZERKEZETEK STATIKAJA

Il. 1. A tartészerkezetell altaldban

TARTOSZERKEZETEK OSZTALYOZASA

A jegyzet Il. részében olyan testekkel, illetve larendszerével foglalkozunk, melyek
- gyakorlati célt szolgalnak, terheket hordoznak,
- reajuk haté dik hatasara merev alakzatként viselkednek,
- a kérnyezethez vannak régzitve.
Az ilyen testeket tartészerkezetnek, roviden taatd nevezik. Szamos valtozatuk van,
attekintésuket megkonnyiti az alabbi — nem teljesztalyozas. A tart6 lehet
- egy darabbdl allé (pl. I. szelvéinacélgerenda 134/a abra),
- tébb darabbdl allo (pl. fabdl készult, ragasztieétromcesuklos tarté 134/b abra),
- tomor (pl. fagerenda 134/d abra),
- racsos (pl. tétszerkezetdtartdja 134/c 4bra),
- sztatikailag hatarozott (pl. kéttdmaszu tarté 13dia),
- sztatikailag hatarozatlan (pl. hAromtamaszu taB@d abra).
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134. abra

Sztatikailag hatarozotta tart§ ha tamaszté érendszer sztatikai meggondolasokkal
meghatarozhatd, kilénben sztatikailag hatarozatlan.

Bizonyos tomor tartdk esetében kijeloihetgy olyan egyenes, torott vonal, vagy gorbe,
melynek normalsikjai a tartot egybevagd sikidomokieetszik. A sikidomok sulypontjai altal
alkotott vonal a_tartd tengelydéia a tengely a hosszdhoz képest a keresztmetagegitek
elhanyagolhatéak, a tartét mmk nevezik. Néhany gyakrarb&rduld alakot szemléltet a 135.
abra.

135/a: egyenes tengdlyprizmatikus rad,

135/b: egyenes tengdilyvaltoz6 keresztmetsZetud,

135/c: tort tengely, prizmatikus rad,

135/d: gorbe tengetly prizmatikus rud.

TARTOK MEGTAMASZTASA

A tarték mechanikai vizsgalatdnak vég=lja a tartd ésszeémeéreteinek meghatarozasa,
illetéleg adott tart6 megitélése a teherviselés,
deformalddas stb. szempontjabdl.

E cél eléréséhez ismerni kell a tarté igénybevitel
Azaz a tartot €& Osszes @hatast. Az
igénybevételek meghatarozasa sztatil

modszerekkel torténik. Mivel a tartét terbel == E b.

erdrendszerbe nem csak az ismert aktivbkel ,
tartoznak, hanem a tartét a kérnyezethez rég:

elemek altal gyakorolt reakcid#y is, sziikséges ¢ III C.
kényszerekkel kapcsolatban elmondottakat (I. 7=—==

kiegésziteni.

Egyebre csak olyan kényszerek johetnek szl

melyek a tart6t nem teszik sztatikails
hatarozatlanna.

F=———3 aqa.

135. abra

Mozg0 sarwal tortérd megtamasztast szemléltet a 136. abrésMkilag kilonbodképpen
valosithatd meg a mozgd saru (mozgo csukld). Eaiaizempontbdl a Iényeg az, hogy a
reakcio eb hatdsvonala a tamaszté sikra éheges.



Ez a megfogasi mod a tartdé tengelyiranyl mozgaeét akadalyozza, a szamitasok soran
egyetlen ismeretlen reakcibkomponenst jelent, &nagysagat.

A mozg6 saru jelképes abrazolasat a 136/t
abrdk mutatjdk (mi a tovabbiakban a 136
abra szerint fogjuk jeldlni az ilyer
megfogast).Korabban (I.14) megismertik m

a befogést, mint kényszert. b. ¢
136. abra
Most az ott elmondottakat azzal egészitjuk ki, hagy
befalazott tartérészre hato reakcityer
rendszert arra a pontra fogjuk redukélni, melybeartd
tengelye a befogas sikjat dofi (137/b abra). Z 1 ﬁ
Megemlitjuk tovabba, hogy egy tartd6 minde
elmozdulasat kizar6 megfogas nem csupan a tartd \
részének befalazdsaval, hanem mas mdbdon, pél
megfeleben  elhelyezett rudak  segitségével
megvalosithatd.
137. dbra

[1.2. Eqyszeni rAcsos tartok

RACSOS TARTO
Gyakorlatilag nagy jelefisédiek az olyan tartoszerkezetek, melyeket rudakbdla s
radtengelyek metszéspontjanal — a csomdgardl — elhelyezett csomélemezékkpitenek
fel hegesztéssel, csavarozassal, szogecselésyalagasztassal. A szerkezet részei egymashoz
képest nem mozdulnak el. Az ilyen tartészerkezeaasos tartdllyeneket alkalmaznak a
konnyliszerkezetes épitészetben, racsos szerkezet igehigdoklaru, darupalya, elektromos
vezetékoszlop sth. A tovabbiakban csupén olyanogatartdékkal foglalkozunk, melyeknél a
radtengelyek ugyanazon sikban helyezkednek el. Bzgkbeli racsos tartok
A racsos tartét altaldban az aktivoldiol és a tamasztd (reakcid) —o6kbol allé kilss
erérendszer terheli. A szerkezet elemei azonban egwmashatast gyakorolnak, bélerk
Iépnek fel, melyek a rudakat hizasra, vagy nyoméessaik igénybe.
A racsos tartokkal kapcsolatos jellegzetes sztatiwobléma e rudakat terlel erok
meghatarozasa. Hogy e feladatot a sztatika médsekereegoldhassuk, bizonyos egysrets
feltevésekkel élunk.
Feltesszlk, hogy

- arudak sima csuklékkal kapcsolodnak egymashoz,

- arudak merevek és sulytalanok,

- az ebk (aktiv — és reakcidé8k) mind a tarté sikjaban hatnak,

- aterheb ersk csak a csomopontokonikidnek,

- a kil ek egyensulyi efrendszert alkotnak.




Kiléndsen az efts feltevés tinhet merésznek, 6sszehasonlitva az idealis csykloegy
hegesztéssel kialakitott csomoponttal. A kisérleteinban azt igazoltdk, hogy a valésagos
szerkezetek sztatikai viszonyai j0 egyezést mukatmafeltevéseink alapjan megallapitott
erdjatékkal.

EGYSZERJ RACSOS TARTO

A sikbeli racsos tartok kozll is csak egy bizonydsar a legtébb, gyakorlatilag fontos tipust
feldlel6 — csoporttal foglalkozunk. Kizarélag haromszog#éf tartokra szoritkozunk.
Kiindulhatunk ugyanis a legegys#bb, merev rudakbdl Osszedllitott szerkeéktbegy
radhdromszoghl. A 138. abran ez legyen @z B, Charomsz6g. Minden tovabbi csomopontot
— példaulD, E-t — két Ujabb riaddal kapcsolunk az addig felépisettrkezethez. Az ilyen
modon eballitott tartdt nevezzik haromszigképreagy eqgyszerracsos tartidak.

Ha a rudak szadmat, a csomopontok szamat jel6li, megallapithatjuk, hogy a kiindulé
haromszdget elhagyva minden csomoépontra két rydejoat

r-3= 2(c—3),vagyisr =2c- 3.

Tehat a rudak szama a csuklok szamanak kétsnéile
harommal kisebb. A tartd felépitése ugy is lehatsghpogy a
szilard alaphoz — példaul egy fitidgges falhoz — kapcsoljuk ¢ 8
szerkezet els csomopontjat, a kovetkéket szintén az
alaphoz, vagy a mar megtevszerkezethez (139. &bra
llyenkor minden Uj csomoépont Iétesitéséhez két ag r
szlkséges, 138. abra
tehat

r =2c.

A 139. abrabdl is kiinik, hogy a haromszdg-képezésacsos
tartdo nem feltétlentll csupa haromszoéigll.

139. abra

RUDERO

A racsos tartd rudémek helyes értelmezése veégett kiegészitjuk a duddacsolatban
korabban (1.4.) elmondottakat.

Mint Kkikotottik, a racsos szerkezet a terhelést sanmpontokon kapja. Célsterigy
elképzelni, hogy a terhelés kbzvetlenill a csapsaedeat. Egy csapszegre hatd terhelés és a
rudak &altal csapszegre gyakoroltlerkzés metszéspontu, sikbeli egyensulyiremdszert
alkotnak. A radvég altal a csapszegre gyakdd@id a radeé.

A rud masik vége természetesen ellentétes vektd@tifgjt ki a szomszédos csapszegre. A
csapszegek altal a radvégekre gyakoraikex csukléatk. Ha ezek a rad felé mutatnak (19/c
abra), a rad nyomott, a radenegativ és igy jel6ljuk: PIS = 6kN(—). Ellenke® esetben (19/b
abra) a rad huzott, a raderpozitivnak tekintjuk. llyen értelmezés és jelbesetén — ha
szliikséges — a rudvégekre hatékefegymassal ellentétes) vektorait mindigadiithatjuk. A
radebvel kapcsolatban zavar abbdl szokott keletkeznidra tisztazzuk, hogy adott esetben a



rudvég altal a csapszegre, vagy a csapszeg altalvegre gyakorolt érél van-e sz0, vagyis
radeirol, vagy csukloedrol.

[1.3. Csomoponti moédszer, Cremona - giterv

CSOMOPONTI MODSZER

Az egyik legegyszdibb radeé — meghatérozasi modszer elve a kdveikdém a racsos tartd
egyensulyban van, részeit, tehat a csomoépontokegyensulyi efrendszerek (aktiv 8k és
radek) terhelik.

Egy — egy csomopontot terlbelk6zds metszéspontl sikbeli 6e¥ndszer egyensulyat
szamitdssal vagy szerkesztéssel vizsgalva az iderereldeék minden olyan esetben
meghatarozhatdk, amikor az ismeretlen rékeszama nem tébb mint kéttHogy egyszdr
racsos tartok esetén elegérefjyenletet irhatunk fel a rGdérmeghatarozaséra, az igy lathatéd

be: ac darab csomépont mindegyikére felirhatunk két elpten ‘z F, :O,ZFy =q,

0sszesen2c egyenletet. Mivel harom egyenletet felhasznélunktdmasztd erendszer
meghatarozasara, végeredményBesB egyenlettel rendelkeziink rGder meghatarozasra. Ez
azonban a Il.1. targypontban latottak szerint émagrend a rudak szamaval.
A modszer alkalmazasat példan mutatjuk be. Legyeazalt racsos tarté (140. abra) tethel
errendszerébe® = 0,8 kN, G =1,0 kN.
Célszeti a csomépontokat megliiehi, a %
rudakat megszamozni S alkalm: £ 2 a

’ A 7,
erdméket felvenni. Ezutan meghatarozzi.
az F,,F, reakcioebket. Ezek és a terhel

erérendszer ereigének hatdsvonald-ben
metsddik. A G, G és aQ,Q ek részeredi
ugyanis E-ben metszik egymast, F,

hatdsvonala pediAC egyenes. Most mal
eléallithatd a kul§ erdk vektorabraja (141.
abra). Ezutan szerkesztjuk meg az e
csomopontok vektorabrait, szendteltartva,

hogy egy — egy csomdépontban legfeljebb |
ismeretlen radér meghatarozasara van mod. 140. abra

1cm=1kN
Q
@ 7 G m
G 4 7
3

141. abra
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Két el tart egyensulytF, ésS. Megjegyezzik, hogy a vektorabrakban az
egyes rudierektorok mellé csak a megfedalld szamat irtuk.

A kovetked csomdponB vagyF lehet.

A 2 és 3 rudakkal parhuzamost huzva kapjkés S, radetket. Mindkét rud
nyomott. Ez régtdn belathaté ariadvégekhez a rudékel ellentétes vektoru
csukloéket kepzeljuk.

Itt mar két radeit (S,,S,) ismeriink. Vektoraik az A és B csoméponthoz

tartozo vektorabrak medielektoraival ellentétesek. Ismertté valig ésS; .
Az ismertté valo radék S, és azS; = 0Az ilyen rudat, melyben nem ébred

radér vakrudhak nevezik.
Ismertté valiks; .

Eredményeinket tdblazatba foglaljuk.

A radey
jele| Nagysaga Ertelme
(kN)

1 4,85 +
2 1,94 -
3 3,32 -
4 |1,00 +
5 3,35 +
6 0

7 3,32 -
8 342 +

142. abra

Oldjuk meg a feladatot szamitassal is!
Reakcioeb — meghatarozas:

D My :ga

1 3 .
20+ —-al2Q-2al3in30°F, =0,
cos3C° Q 2 Q A
F, = 4848N.
> F, =-F,c0s30 - 2Q[t0s60 +F, =0,
Fo, = 4998&N .

> F, = F,sin30" - 2Q[¢0s30° - 2G +F, =0,

Fo, =0,962kN .

A rudeibk meghatarozasat barmely olyan csomépontnal ellatiiky ahol az ismeretlen
radebk szama nem nagyobb k&tel. llyen példaul 8 csomopont.
A 143. dbra 8 csomodpontra hat&,, S, radetket ésF, 0sszetedit szemlélteti.



A szamito eljarasnal célstentzott rudakat feltételezni, mert
igy a szamitas a rudiet ebjelhelyesen szolgaltatja,
flggetlendl attél, hogy a széban forgd csomoponatd etk
irAnyat helyesen vagy tévesen vettik —e fel.

irjuk fel az egyensulyi feltételeketBacsomopontral

143. &bra

1 Fg, +S,sin30° =0962+S,05=0, S, =1,924-).
Fs, —1924c0s30 + S, = 4,998-1666+ S, =0, S, =333%4-).

Miel6tt a szamitast folytatnank, ramutatunk arra, haggr/os esetekben egy — egy
csomépont egyensulya szamitas nélkil attekitthatsl gy6z meg a 144. abra, mely néhany
kulonleges alaku, illetve kulonleges terhélésomodpontot szemléltet. Az dbrarészletekhez irt
kijelentések helyessége a csomopontok egyensulyansdalataval igazolhato.

i DEF
V| si=F) 7 2N §5=S,
»V\Z 2 52=0 /( S3‘=F(+)
_—1—(;

S+=0 2 Se=F1+) 51’52 3 S4=S,
S,=0 S$2=0 Sy=Ft-)
aQ b c. d
144. abra

Példank megoldasat folytatva a fentiek alapjanvdyivalé, hogyS, = 0, S, =G =1kN(+),
S, =S, =3332&N(-)

Csupan a¥ csomoépont egyensulyat kell még szamitassal viasgal

1 -Qcos30° -G +S,sin30° =0 S, = 3386kN(+).

~ -Qsin30° -3386c0s30' - S, =0, S, =333XN(-).
Az E csomépont egyensulyabdl: S, = S, = 3386kN(+).
Végil S, =F, = 4848&N(+).




MEGJEGYZES

Vegyuk észre, hogy a szerkezet méreteit (azaz @stiyot), nem hasznéltuk fel. Csupan a
szerkezet alakjara, nem méreteire volt szikségzafé modszer éhye — a tetsilegesen
ndvelheb pontossag — példankon is tapasztalhato.
A szamitott értékekit a szerkesztéssel nyert

rude — értékek néhol, kis mértékben eltérnek.

145. abra

CREMONA - EROTERV

A csomoponti modszer grafikus valtozatanak alkalisazsoran altalaban minden rider
kétszer szerepel a vektorabrakban. Kézerifdddrdés: nem lehetne — e a vektorabrak alkalmas
Osszeillesztésével egyetlen olyan dbréaékitani,melyben mindegyik ridér egyetlen szakasz
képvisel. Ez valoban lehetséges néhany egiiszabaly betartasaval.

A mébdszer a kdvetkéz

- meghatarozzuk a reakcidég&et,

- valasztunk egy (6éramutaté jarasaval edyegy ellentétes) koruljaras modot,

- a kul$ erok vektorait a valasztott koriljards mod sorrendjgbsszegezzik,

- a grafikus csomoponti modszert alkalmazva minckemdpont vektorabrajat
ahallitjuk oly médon, hogy a vektorok a valasztottidgaras mod sorrendjében
kovessék egymast,

- az egyes rudék nagysagat és értelmét megallapitva ridéblazatot készitiink.

Az eljarast |épésit — |épésre kovethetjik a 146. 4bran, melyhez mégvatkedket bocsatjuk
elére: a kiul$ erdk vektorait célszdr vastagabban megrajzolni, a ruglat vékonyabban. Ezen
az abran a radéwvektorok nyilait is feltiintettiik. A nyilakat gyadm melbzik.

A szerkesztés eredményeként kapott, minden éaslektort tartalmazé abra a Cremona —
ercterv.

Megjegyezzik, hogy nem minden racsos tartohoz ssetket Cremona — éiterv. Ha példaul

a tarto olyan csukl6t is tartalmaz mely a tart@®hatanak hataran belul van, nem szerkesithet
eroterv.

Ezek utan kévessik végig adrv feléplilését!

A 146. abra a 140. —kel egyiitt tanulmanyozando.
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146. abra

A Kklls6 eroket az o6ramutatd jardsaval azonos
koraljaras mod sorrendjében 6sszegezzik.

1cm=1kN

Az A csomopontban egyensulyozunk, ismeretessé

valik S (+).

A B csomépontban egyensulyozunk, ismeretessé
vélik  S,(-) ésS,(-)

A C csomopontban egyensulyozunk, ismeretessé
valik  S;(+) ésS,(+).

A D csomoépontban egyensulyozunk, ismeretessé
vélik S, =0, S,(-).

Az F csomopontban egyensulyozunk, ismeretessé
vélik S;(+).

Az E csomoépontban tortén egyensulyozasnal U
vonalak berajzolaséara nincs szikség, csup&néss

jeli szakaszokat kellene ellatni a még hidnyzoé
nyilakkal.



MEGJEGYZES

Megtorténhet, hogy a Cremona -6tervben két vagy tobb rudir képviseb szakasz is
egybeesik, mint dbrankon &8 jelii rudaknak megfelél szakaszok. llyenkor célsfemlaz
egyébként egybeésszakaszokat egymashoz képest kissé eltolva megrajAz eibterv —
szerkesztés rajztechnikailag igényes feladat. A redég gondos munkan kivil tovabbi
hibaforrasok:

A kilsé erket nem a valasztott koruljaras mod szerint hordplk(a kil$ eroket mindig a
tartdé haldézatan kivil vegyuk fel), egy — egy csoordprudeé — vektorai nem alkotnak
abrankon zarddoé vektorsokszoget.

I1.4. Atmetszé modszer

AZ ATMETSZES LENYEGE

A kissé nehézkes csoméponti modszét,az ebterv — szerkesztés is felesleges munkaval jar,
ha csak a racsos tartd egyik — masik rudjanak igéwstelét kivanjuk meghatarozni. llyen
esetekben az atmetszés mdodszeneyéis.
Az atmetszéslve a kbvetkez az egyes
csomopontok egyensulya helye
vizsgalhatjuk a szerkezet egy részént
(példaul a 147. abran lathato tar
szaggatott vonallal elkilonitett részéne
egyensulyat is. Egy ilyen, két részi
osztott tartédarabra a kovetkezerdk
hatnak:

- kulss  aktiv és  esetleg

reakcio/eék,
- az atvagott rudak csonkjail |-
hato (rudiranyd) k.

Ez utébbiak a szerkezet egészét tekin
belss ersk, de ha csak az elkilonite ~
tartédarabot tekintjiik, akkor kidlk. b
Ha az atmetszést fizikailag_
megvalosithatnank, akkor a radcsonkc..
metszésfellletein ezeket adlkeet valamilyen 147. 4bra
maodon niikodtetni kellene a nyugalmi helyzet tovabbi fentétsa végett.

Az atmetszeéssel feltart bélerdk a tartddarabra hat6 aktivoget egyensulyozzak. Ha
ezt az egyensulyoz6 d@endszert éallitjuk, akkor egyben az é&tmetszett rudak rdder
hatarozzuk meg. Ez a feladat szamos esetben megoéldh

,————————-——-——-—\\

CULMANN ES RITTER MODSZEREK ALKALMAZASA

Legtdobbszor harmas atmetsiésran sz6, vagyis harom rudat metszunk at. llyerkor
feladat az elkilonitett szerkezetrészre hatéemdszer egyensulyozasa harom hatasvonalon.
Ez a helyzet a 147. abran lathat6 tartonal isFAa6t kell egyensulyozni az atmetszett rudak
tengelyein, mint hatdsvonalakon. A feladatot szeriéssel Culmann, szamitassal Ritter
oldotta meg, amint azt I.11-ben lattuk. A szerkésa kdvetkezlehet (148. abra):



148. abra
Az 1 jeli hatdsvonal és F hatasvonalanak metszéspontjatkigk 2 €s 3 hatasvonalak
metszéspontjaval, ez lesz segédhatasvonal El6sz6r ezen és az 1 hatasvonalon
egyensulyozunk, kapquGl(—)—et Ezutdn a segédvonalonikods et felbontjuk 2 és 3

irany( edkre, igy nyerjiilk azS,(-) és S,(+) radesket.
Hatérozzuk meg most szamitasSg{-) - et!

Ritter szerint a 2 és 3 hatasvonal metszésportgsaeti felirni a tartédarabra hatd dsszes$ er
nyomatékat.
Tehat

aF +bg =0, s;%l:(—).

Megjegyezzik, hogy a szamitd mddszer alkalmazdsansa rudcsonkokra hat6 éket
célszeti huzoebknek venni. Ha az érnagysaga negativhak adoédik, az azt jelenti, hogy
feltevésik téves volt, a rid nyomott.

NEHANY KULONLEGES ESET

A Ritter — féle szamitas nem vezet célra példankb&ettjeli a 2 jeli rad eseten. Ilyenkor
egyszeiibben jarhatunk el. Irjuk fel az alkalmas komponergyenletet:
. va* +b’
1-F-S,sina=0 §=F—1— (-).

A 148. dbran a 2 jélradcsonkra rajzolt éjelkép iranya tehat nem a valésagnak megselel
Megemlitjuk, hogy példank Iényegét tekintve azomasl.11-ben targyalt 9. példaval. Erre a
tényre mutat példat a 149. abran lathato két tart” !

Felhivijuk a figyelmet arra, hogy példainkbe
(al49/a a kivétel) az atmetszett rudakban ébr:
erdk meghatarozasahoz nincs szikség a reak
ismeretére. Altalaban célsfeaz atmetszett tartc
azon darabjanak vizsgalata, melyre reakdike N
nem hatnak.

149. abra



[1.5. Csuklds szerkezetek

SIKBELI CSUKLOS SZERKEZETEK

Gyakran talalkozunk olyan, rudakbol és csuklokbélépitett szerkezetekkel, melyekre a
kovetkedk jellemzk:

- arudtengelyek egy sikban vannak,

- akll$ ek a rudak sikjaban hatnak,

- arudak sima csuklékkal kapcsolodnak.
Az ilyen szerkezetek a sikbdkgyszei) csuklos szerkezeteld csuklotengelyek altalaban a
rudak sikjara meétegesek. E szerkezetek — a racsos tartokkal etlmmié— nem csak
csuklokon vannak terhelve. A szerkezetet alkot@kuglyakran gorbe — vagy tort — tengedi.
A mechanikai probléma az ismert aktivélerhataséra ébrédkilsd és bel§ reakciok
meghatarozasa. Hogy értteb legyen a feladat, végezzik el a 150. &bran ttha
gyermekbutor, - egy allithaté magassagu szék tilsataizsgalatat.

A szék magassaga a H furatban elhelye:
csappal szabéalyozhat6. A lényeges probléma G=100N F
kovetkeBk: a=05m G,
1. a padlé &ltal a székre gyakorolbler b=07m
meghatarozasa (Kiiteakciok), c=03m c 13¢ ©
2. a szerkezet elemei altal, a csapszege - Q 5
kozvetitésével egymasra gyakorolt c D
ebk meghatarozasa (bélseakcio). N
It nem  boldogulunk a csomoéponto C
egyensulyanak vizsgalataval. Ugyanis altalak £ I3
nem ismerjik a csomépontra hatéleiranyat. . 4 5
o , : b Re
A MEGOLDAS ALTALANOS MODSZERE
150. abra

Az altalanos érvériyszamitd modszert ismertetjuk,

kittizott feladatunkra alkalmazva. A szék terheléséwgickolatban megjegyezziik, hogy a
valdésadgban megoszldbreredjét jelképezik a 150. dbran lathaté G, 3G koncdindrék.

El6sz0r az egész szerkezet — mint merev test — egy@nsizsgaljuk:

GbRB —gse—cc;: 0 R, :%(ga+c), R, =150N.

t R, +R,3G = 0, R, =3G-R,, R, =150N.

Ezutan a bels reakciokat vizsgéljuk meg. A szerkezet egészénglersulyabdl a kilon —
kilon vizsgélhato részek egyensuly kdvetkezik.



El6szor is vazoljuk a szerkezet — részekre haiketr(151. abra).

A C és D pontokban haté & iranyat nem ismerjuk. E béls
reakciOkat most pozitiv iranylunak feltételezett,szitevkkel
abrazoljuk.

A ,horizontalis” és ,vertikalis” 6sszeték mellé irt jel (C,,C, ...)
nem komponenseket, hanem az Ossi#tavagysagat jeloli. Ha

© G 36 esetleg negativ értéket kapnank rajuk, az dssdetegnyat meg
d kell forditani. Két 6sszetéwnagysagat mar meg tudjuk hatarozni:

—
Ch Dh
C_aD,-236-cG=0, DV:EFMC} D, = 210N.
C 2 al?2 -
151. abra 1C,-3G+D,= 0, C,=3G-D,, C, = 90N.

Nézzik most a CF lab egyensulyat (152. abra)!
Az F pontban hato ére a sima tamasztas miat = 0.

A C pontban hat6é Osszetiket az akcid — reakcidé — elvne
megfeleben a 151. dbrahoz képest forditott nyillal rajzolt
meg. A H pontban, kézelebbi adat hijan pozitiv yén

osszetedket vesziink fel. '
Az F, Osszetety meghatarozasa végett tekintsik az /

szerkezeti elem elhagyasaval kapott test egyertsulya

@ aF, -cG-23G6 =0, FV=G{E 3} F, = 210N,
2 a 2 _
Ezutan a CF rud egyensulyabdl:
t -C,+F,+H, =0, H,=C,-F,, H, =-120N.

H, iranyat tehat tévesen vettuk fel!

G ot e weffi] e
2 2 2 _—

H, iranya is ellentétes a 152. abran jelzett irannyal
- -H,-C, =0, C,=-H,, C, = —300N.

C, tehat pozitiv iranya!
Ismét a 151. abra alapjan adodik: D, = 300N

Az E,, E, 6sszetetk meghatarozasa ezek utan nem probléma.



[1.6. Az egyenes rud igénybevételei

BELSO EROK

A tovabbiakban sikbeli témor tartokkal foglalkozeink
Bevezetésként vegylk szemigyre, hogy mi térténilogkha egy valdésagos (tehat nem merev)
testet, példaul egy un. konzol tartbnkremenetelig terhelink.

A tapasztalat és a 153. abra tanusaga szerint egdmefsikjadhoz kozeli radszelvények
valamelyikében (a szelvény kisebb — nagyobb koretgdwen) a rid deformalédik: repedések,
gyirédések keletkeznek rajta, a tengelyvonal meggdorbuil.
Az abra kinagyitva mutatja a radnak a szelvényl &tasztott
két részét. A viszonyok jobb attekintése végetvalbsadgban
Osszefug§ radrészeket kissé szétvalasztva abrazoltuk.

A bal oldali rudrész hataraniikodé megoszIl6 drendszer a
jobb oldali rudrész hatasa a baloldalra. Hasonlégabb oldali

radrészen abrazolt megoszl&Gremdszer a bal oldali rudrés
hatasa. Ezek bélsrok, megoszlasukrdl a sztatika eszkozein
kozelebbit nem mondhatunk (az 4bra akenegoszlasat nen
pontosan szemlélteti).

153. abra

E bel$ ersk nem lehetnek akarmekkorak. Hatart szab az anyé@ydsdga. A szilardsagtan
egyik feladata éppen az, hogy megéallapitsa: mekiels erok [€phetnek fel a szerkezetekben
a tonkremenetel veszélye nélkil.

A fentiekl®l kitiinhetett, hogy ismernink kell a tartékban felléels eroket.

Bar a bel§ ek megoszlasarél a sztatika nem ad felvilagositégy, 1ényeges kapcsolat
kénnyen megallapithaté a tartéra hat6 &ids bel§ erok kdzott.

Tekintsik a 154. abran lathatd, egyensulgremdszerrel terhelt rudat, melyen kijel6ltink egy

K szelvényt.

Bevezetjik, a kovetkéz .
definiciokat: Yz' K 7

Bal oldali erendszer F e fs
A K szelvénybl balra & £ '

tartorészre haté &k rendszere. I 1/-;

Jelolése: (F,)

Abrankon az/ F,F,,F, lerendszer. 154. abra

Jobb oldali efrendszer a K szelvénydl jobbra 1éW tartorészre haté &k rendszere.
Jelblése(Fj )

Abrankon az/F,,F,, f /erendszer.

Egyebre nem foglalkozunk olyan esettel, mikor a SzehNa&myis hat €.

*Amelyeket sikbeli efrendszer terhel.



Tétel: ha az egyensulyban l&vid valamely K szelvényéltjobbra e$ tartédarabra hat6 béls
ersrendszenB; ) (155. 4bra), a bal oldali@endszer(F, ), akkor

Bizonyitas: (F,.F,)=0 Nyugalomban ttestsl van szo.
A jobb oldali rudrész is nyugalomban van
(Bj F ) =0 F, —hez es B, —hezletezik egy olyan harmadik

erérendszer/ F; /mely mindkét efrendszerrel
(F)=(8,) egyenérték

A tétel értelmében a (szilardsagtani szamitasoktsazikséges) beals erdrendszerrel
egyenértél ersrendszert sztatikai iton meg tudjuk hatarozni.

\
)

/
>
=~
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/

{

\
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155. abra

A tartora haté drendszersl egyebre feltessziik, hogy sikbeli &endszer, tehat erég
egyetlen &f, edpar, vagy zerus ér

IGENYBEVETELEK

A bal oldali eBrendszerrel egyenértél{Bj ) erdrendszer a K szelvény igénybevétel
A (Bj) erdrendszer er@ének a rad tengelyéhez, illetve a szelvényhezowigitott helyzete

Iényeges a radra kifejtett mechanikai hatas szetjgdndl. E helyzet és az er@dnilyensége
alapjan a kovetkézan. alap igénybevételekkilonbdztetiink meg:




- a (Bj) erdrendszer ergle egyetlen €, melynek

hatasvonala a rud tengelye, irdnya balra mutat/éléi6ra).
Az igénybevétel huzas
- A(Bj) edrendszer erdgije egyetlen &, melynek

hatasvonala a rad tengelye, azéengila jobbra mutat (156/b
abra).

Az igénybevétel_nyomasA huzé- és nyomd igénybevéte
k6z6s néven_normdl igénybevédtek s a rudiranyu ét,

K
/ a.
/ b:
normalebnek is nevezik. :
==+
c.

(===

a

- A (Bj) erdrendszer ereije egyetlen &, melynek

Hatasvonala athalad a szelvény sulypontjan (156#&)a
Az igénybevétel nyirgsaz ered a nyiréeé.

156. abra
o et P . : £ -
Ennek az igénybevételfajtanak erzékelése végettamk ,
el, hogy a 157/a &bran lathatd, satuba fogott fénm{nem
merev test!) egyre jobban meggorbil, az F hatad@ad
novekszik. Ha d csokken, akkor elegéed nagy F esetén i w
raddnak a K szelvény altal elvalasztott két részgreishoz -
képest eltolodhat a szelvény sikja mentén. : \ /—’I
A deformélédas ez utdbbi esetét nevezzik elnyirtmids X K K
Ezzel talalkozunk az olloval valé nyiras soran is. W
a. b
157. 4bra

-A (Bj) erdrendszer ergje epar, melynek nyomatékvektora a rud tengelyéredldéges
(156/d abra).

Az igénybevétel hajlitdsaz ebépar nyomatéka a hajlité nyomaték

Egy szelvényben egyidégg tobbfajta igénybevétel is ébredhet. Az igénybeleket a velik
egyenértélk bal oldali eérendszer ismeretében hatarozatjuk meg, altalanetbess a
kovetked modon (158. abra): legyen a bal oldabrendszer i-edik éfe F,. Redukaljuk ezt
az ebt a K szelvény S sulypontjara.

llyen médon egy S tAmasztoporit efét és egy &ipart kapunk.

(158/b, c abra).

Ha még a sulypontban hats erst felbontjuk N,ésT Osszetebkre, akkor a K szelvény
igénybevételét alap igénybevételek egyittesekéitjuklels.

llyenkor, midbn a szelvényt kilonb®z jellegi alap igénybevételek terhelik, 6sszetett
igénybevétell beszeélunk.




Ha most a bal oldali érendszer tobbi éfével
hasonléan jarunk el, megkapjuk &
M, M, .M, hajlito  ebparokat, a
T, T,..T, nyiroebket, N, N,,...N,
normalebket.

A keresztmetszet igénybevételeit az azor

nemi részigénybevételek Osszegezésé
kapjuk.

IGENYBEVETELI FUGGVENYEK

A tart6 mechanikdjanak  ismeretéhe T
szikséges, hogy ne csak egyik-masik hely N. —_ d
hanem a tartd6 minden szelvényéb t '
attekintésink legyen az igénybevétetikr Mh‘-
Vagyis végtelen sok helyen kell ismerni az

M,,T,N adatokat. Erre a kovetk&nt kinalkozik: 15ra

A rad egyik végéhez olyan koordinata-rendszertsténk, melynek x tengelye a tarto
tengelyével esik egybe, s melynek pozitiv irdnyz le ,jobb” irany (159. 4bra).

Vizszintes helyzét rad esetén az y tengely
lefelé mutat, a z tengely irAnyat az hatéroz -
meg, hogy a koordinata-rendsz:
jobbrendszer. E koordinata-rendszerben
igénybevételeket harom fuggvénny
jellemezziik, az M, (x), T(x), N(x)
igénybevételi  fuggvényekkel melyek
tetsdleges x koordinataju k szelvényt terhe
hajlité nyomatékot, nyir6ét, normaleét
adjak.

E helyen tisztazzuk, azégtlek kérdését.

A normaleBt akkor tekintjik pozitivnak, 159. abra

ha (Bj )/iII.(Fb)/erdb'jének X - tengellyel parhuzamos 0Osszéjére balra mutat (156/a
abra).Méasképp: - x iranyu.

A nyiréet akkor tekintjik pozitivnak, ha(B]. )/ill.(Fb)/ eredjenek y — tengellyel
parhuzamos 0sszetg§e a jobb oldali tartérészben felvett pontra vooatlktva pozitiv
forgasmaddot szab meg (156/c abra). Masképp: -nyira

A hajlit6 nyomatékot akkor tekintjuk pozitivnak, h&Bj )/ill.(Fb)/ koordinata —
rendszerinkben K sulypontjara vonatkoztatva poZihgasmaédot szab meg (156/d abra).
Masképp: az éramutat6 jarasaval edyar,forgat”.

Feltéve, hogy az x hosszUsagu bal oldali tartodatalhelése koncentralt dkbol
(F,,F,....), koncentralt efparokbdl (M,,M,,...) és — esetleg x fiiggvényében véaltoz6 — f(x)
intenzitast megoszIl6 &bdl all, az_ igénybevételi fliggvényekkdvetkedk:

M, (0= IM, =X x-x ), - [ x- €)f (€)ae,

0

X

T(x)=-2F, -] (ke

0



N(x)=->F. .

Az M, (x)ésT(x) fiiggvénybené a szelvény koordinataja, mely 0-t6l egy régziteig
valtozhat.
Az F, edk az dsszes koncentralt kéilerot jelentik, ide szamitva a reakcidget is.

AT(x) fuggvénnyel kapcsolatban még tisztazasra var a&setz mikor a vizsgalt szelvényben
koncentrélt e hat. Ezzel a kdvetkézargypont foglalkozik.

MEGJEGYZES

Az M h(x)és'l'(x) fuggvényekben szerepintegralok formalis kiszamitasara gyakorlatilaig al
van szikség, mert a megoszlo terhelés rendszagymnéetes, s ilyenkor az ekgds annak
nyomatéka kbnnyen meghatarozhato.

Az igénybevétel - definiciok ismerete 6nmagaban mé&g elegentl Szamos feladat 6nalld
kidolgozasa soran alakul ki az az érzés, mely éamyigevételek gyors és helyes megitélését,
szamitani tudasat biztositja.

14. Példa
ifuk fel a 160. abran lathato, egyik végé i
befogott an. konzoltartd igénybevéte
fliggvényeit. F 7
a b
[ ?
1
—g fx ha O<x<a
M, (x) = —(x—%)af ha a<x<a+b
—[x—gjaf +[x-(a+b)JF ha a+b<xs<l

Az adott numerikus értékekkel: Adatok: 1=1,3m

a=on7

b=0om

f = 280m

F =280

-100x’mN, ha 0<x<07m
M, (x)={-140x+49mN, ha 07m<x<10m
90x—-18ImN, ha 10m<x<13m



- xf ha 0<x<a
T(x)=4 -af ha asx<a+b
-af+F ha a+b<x<li

Numerikusan:

—200xN, ha Oms<x<07m
T(x)=1 140N, ha 07m< x<10m
90N, ha 10m<x<13m

[1.7 lgénybevételi abrak

ABRAZOLASI SZABALYOK

Az igénybevételeket leirt , (x), T(x), N(x) fliggvények grafikonjai az igénybevételi dhrak
Beszélhetiink tehat nyomaték-, nyii®ees normalér abrarol.

Az igénybevételi abrakat a szoban forgé ruddal y#aimos tengely koordinata-
rendszerekben abrazoljuk, mégpedig ugy, hogy a kadmely szelvényében fellép
igénybevételt a szelvény ,alatti” grafikonpont ordlidja, metszéke abrazolja (161. abra).

Az abrazolas maodjara vonatkozolag nem alakult kiséges felfogas. Ebben a jegyzetben a
kovetked elojelszabalyokat tartjuk be:

~M+T+N
+M-T-N a tartdﬂtenge(ye

Vagyis a hajlit6 nyomaték kivételével a K

igénybevételi abra tengelye ,felett” abrazoljuk
pozitiv igénybevételt, alatta a negativot. M,
Megjegyezzik, hogy az igénybevételi abr:
szerkesztésénél csupan a rud tengelyével parhuze
tengelyvonalat rajzoljuk meg, és feltintetjuk T mﬂm
igénybevétel fajtajat. A grafikon &brazolasa i
igénybevételi fliggvény ismeretében szamitott éké
alapjan torténhet, alkalmas lépték felvételével, N
torténhet — a kébb ismertetésre kel —
szerkesztéssel is.

X

161. &bra



KULONLEGES PONTOK

El6fordulhat, hogy az igénybevételi fliggvér
nem folytonos, grafikonja szakadasos. llyen 1
nem 0sszetartozO — Aabrarészleteket szemlélt TmﬂT
162. abra. Kerdes, hogyan értelmezzik @ '

igénybevételeket ilyen helyeken.

it

A helyes vélaszhoz vegyuk figyelembe a fizik
valésagot! A nyomatékabraban jelentkemgras” T
koncentrélt efpéar jelenlétére, a nyirGerabranal

koncentralt ef jelenlétére utal. Azonban a

koncentrélt efpar és a koncentralt@eegyarant 162. abra

absztrakcio, mely a valosag egysmgtett leirasat célozza. Ténylegesen a viszonyaKai3.
abra mutatja.

A K, szelvényben hat6 koncentralt opar

valéjaban két rovid szakaszon megoszI6 ellenté
irAnyd megoszlo érendszer, melynek nyir&er
abrgja koril — beldl olyan a valésagban, amin [L
163/b abra mutatja.

Amint latjuk a valésadgos grafikonok némile

eltérnek az idealizalt igénybevételi Aabraktol. ﬂ—m‘mm

kérdéses hely kis kornyezetén belll @ a
igénybevételek a zérus értéket is felveszik W=
legaldbbis  példankban. Zérus igénybevét

megadni mégis félrevezetenne, hiszen a kérdése m
szelvényhez nagyon kozel az igénybeve (a 1
jelentékeny. A helyes eljaras az, hogy K2

igénybevételi fluggvény bal (ill. jobb) oldal
hatarértékét adjuk meg a kérdéses helyen, te @
példaul a 167. abran az x = 1 m-n
T~(x) = -140N, T*(x)=90N. il
Adott miszaki feladat megoldasanal a ket

igénybevétel kozll a kedvéttenebbel kell szamolni.

GRAFIKUS MODSZER

Az igénybevételi abrakat szerkesztésseldalbthatjuk. Evégbl nem kell mést tenniink, mint
az 1.6 és 1.15 targypontokban latott grafikus @lgal olyan abrat késziteni, mely a bal oldali
erérendszer nyomatékat szolgaltatja minden szobat@ndszelvényben.

A modszer megértése vegett tanulmanyozzuk at Ujrgoanaték grafikus meghatarozasarol
tanultakat. Ha ez megtortént, nézzik hogyan alaklb4. abran lathatd, koncentralbldel
terhelt rddszakasz nyomatékabraja. A szerkesztésetdraek részletes ismertetését
megemlitjik, hogy a vektorokat a konnyebb azonssitgett rajzoltuk egymashoz képest
eltolva.
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164. abra
Megmutatjuk, hogy az abran, vastagon rajzolt toréttal ath(x) fuggvény grafikonja. Ez
igy lathato be: ha az x koordinataju K szelvéhpialra csakF, mikkddne, akkor a korabbiak
értelméberM , (x) = -k, p lenne.
F, azonban néveli a nyomatékot.* Egyeds)- bol a —k,p hajlitd nyomaték szarmazna,
F,ésF, erkbsl egyiittesen:—(k, +k,)p. Hasonléan lathaté be, hogy & = (F,,F,,F,)bal
oldali erendszerl végeredményberM, (x) = —(k, +k, —k,)p. A fenti gondolatmenethez

hasonl6 érvényes x tetdeges ertékére.

Ha egy rudszakaszt megoszlGsrendszer terhel, akkor a nyomatékabra egyes pbntjai
megrajzolhatnank ugy, ahogy a 88. abran lattuk.oAtgnkénti szerkesztés helyett azonban
elegend a grafikon néhany jellegzetes pontjanak meghaédazlehdélileg az érinivel
egyutt. Parabola pontok beiktatdsahoz és @iiktszerkesztéséhez hasznos a kovétkez
észrevetel: ha a 165. abra (az abra nagy részeedéhgn azonos a 88. abraval, ezért

szerkesztését nem részletezz&;k)(oordinétéjﬂK2 szelvényéhez tartozo6 grafikonpontot meg

akarjuk szerkeszteni, akkor hasonloan jarhatuningdt K, szelvény esetén. A kivant pont P.
A kordbban elmondottak alapja
belathaté, hogy a P-beli érint 5

hajlassz6§. Ez egyben azt is jelenti
hogy az érini az AB parabolahurral

parhuzamos. Osszefoglalv
eredménytnket : az A,B-beli ériht
M metszéspontjabal 2

parabolatengellyel huzott parhuzami
az AB parabolahurt egy N pontba
metszi.

*Helyesebben: abszolut értékét 165. abra



Ekkor P az MN szakasz felgzontja és a P-beli érititAB -vel parhuzamos. A 166. abra azt
szemlélteti, hogy a targyalt tulajdonsag téksges két parabolaériiel kapcsolatban is
érvényes. Ugyancsak feltinteti a 166. &bra egy bioivaQ pontnak és éridjenek
meghatarozasat.

15. Példa

Allitsuk elé szerkesztéssel a 16. Példaban szétepid igénybevételi abrait (167. abra)!
A megoldés Iépései a kovetkdz

Alkalmas léptékek valasztasa utan egymashiozik a g4
terheb erbrendszer vektorait (a megoszl@emdszer

Q = a f eredjének és F-nek a vektorat).

Poluspontot veszink fel, mégpedig gy, hogy
nyomatékabra tengelyvonala vizszintes, a polussago
kerek érték, s az abra tetsieiegyen. Megszerkesztjik
terheb ersrendszer koétélsokszogét. A megoszlé terhe
alatt parabolaivet szerkesztiink. A nyitbébra metszékeit
a vektorabrarol mérhetjiuk, illetve vetithetjik ki.

Bar az igénybevételi abrdk megszerkesztésehez
szikseéges, allapitsuk meg a reakciokat is.

166. abra

1cm=025m
1cm =100N

@/l/z/ T _p

167. abra

A 1I.1. — ben mondottak értelmében a reakcio érerdszert a tartdo tengelyének és a fal
sikjanak a doféspontjara redukaljuk.



A reakci6é — efrendszer szamitasa a kovetkez

— FAX =0.

| at +F+F, =0, F,, =-90N

Qaf(l—%j—(l—a—b)F+MA:0, M, = -64mN.

A szamitas szerinE, ésM, nyila az abran jeldlttel ellentétes.
Ellenérizzuk M, —t szerkesztéssel is! Az A pont szelvényében
M, =Y, p=-1270025m2 100N, M, =-635mN.

Megemlitjik, hogy az egyensulyi egyenleteket a agok mdédon — tehat nem a tartéhoz
kotott — koordinata—rendszerben irtuk fel.

[1.8. Kapcsolat a hajlito nyomaték, a nyirdeb és a terhelés kozott

FUGGVENYEK SZELS) ERTEKEI

A tarték célszer méreteinek meghatarozasahoz, vagy adott tarto tenéellerrzéséhez
egyarant ismerni kell a tartét terfieigénybevételek széisértékeit, tovabba azokat a
szelvényeket is amelyekben e veszélyes igénybekételépnek.

Mivel Iényegében fiiggvények — am,(x),T(x) figgvények — széls értékeinek
felkereséséil lesz sz, emlékeztetiink a matematika egy idetgigtere.

Tétel: valamely pontban egy (differencialhatd) fuggvéagl$ ertékének elégséges feltétele,
hogy ott az el$ differencialhnanyados zérus legyen &gedet valtson. Ha az elsderivalt egy
pontban nulla és pozitivbol negativba megy at,gg¥énynek maximuma van, ha negativbol
megy at pozitivba, a fliggvénynek minimuma van.

KAPCSOLAT M, ,T és f KOzZOTT
Tétel: ha egy radszakas¥ , (x) fiiggvénye valamely x helyen derivalhat6, akkor

dM,, (x)
dx

=T(x).

Vagyis: a hajlitdé nyomatéknak a koordinata szedetivaltja egyerdl a nyirdeével.



Bizonyitas. Feltesszik, hogy a rudszakasz terheklsmidtengelyre meéleges iranyu
megoszl6 direndszer. A 168. abra szemlélteti a ridnak azx¢+ds< koordinataju szelvények
altal hatarolt darabjat a ra hat®ldtel egytt.
A tartédarab egyensulyabdl:

T e T
Mytdt, @ M, —dxT+ P fax=0.
M, dT 2
T
T ax JA A bal oldal harmadik tagjat — mint masodréad
kicsiny mennyiséget — elhanyagolva
168. abra

M, =T.
dx

A tétel érvényességét nem érinti esetleges tengalli eék jelenléte. Ugyancsak érvényben
marad a tétel, ha a vizsgalt helyen a tarto tetleale
Koncentralt ef vagy etpar esetén a tétel nem érvényes, hisadn(x) ekkor nem

differencialhaté azon a helyen, ahol a konceng&iéltilletve efpar hat.

Tétel: ha egy megoszl6 éendszerrel terhelt ridszakasz T(x) flggvénye valgm helyen
derivalhatd, a megoszlo teher intenzitasa f(x)

deﬁx) - _1(x)

Vagyis: A nyirdebnek a koordinata szerinti derivaltja egyenl negativ dijellel vett fajlagos
terheléssel. Az 66 tétel értelmében nyilvan igy is felirhato a tétel:

ML)

d[x?

Bizonyitas. A 168. abra, illékeg a tartodarab egyensulyabdl

T - f(x)dx— (T +dT)=0,

MEGJEGYZES

A fenti két tétel mélyebb megértése céljabol tadpbs O0sszevetni a 14. Példaban felirt
M, (x),T(x) fiiggvényeket. Megdyzédhetiink arrél, hogy az utébbiakat aM, -

fluggvényekl derivalassal is kaphattuk volna.
Azt is ellerbrizhetjik, hogy a T(x) fliggveény derivaltja az a $mssagu tartédarab alatt —f.



A MAXIMALIS NYOMATEK MEGHATAROZASA

A tartok méretezése szempontjabdl Iényeges adait@ terhaed legnagyobb, vagy esetleg
legkisebb, de abszollt értékét tekintve legnagydbb_ maximalis hajlito nyomaték. Ennek

helyét az un. veszélyes szelvéaykovetke# meggondolassal allapithatjuk meg.

Mivel egy derivalhat6é fuggvény szélertékeit a vonatkozo tétel szerint olyan helyeh ke
keresni ahol a derivalt zérus, s mivel a hajlit@mgték derivaltja a nyiré&r kovetkezik,
hogy a veszélyes szelvényt ott kell keresniink, aholiroeé zérus.

lgaz ugyan, hogy kulonleges helyek igfetdulnak, ahol azl\/lh(x) nem derivalhat6, de ha

figyelembe vesszik az idealizalt és val6sagos igevsteli dbrakrél az &6 targypontban
(KULONLEGES PONTOK) mondottakat, akkor belathatégin minden esetben ott van a
hajlité nyomatéknak (esetleg relativ) sdéstéke, ahol a nyirééreléjelet valt. Az olvaséra
bizzuk annak belatasat, hogy egy ,koncentral§parral terhelttarté6 esetén is a valésagban
elojelet valt a nyirder. Nézzik most egy konkrét esetben a veszélyes&neks a maximalis
nyomaték meghatarozasat.

Tekintsik a 169. bran lathaté kéttdmaszu tartot.

Az adatok a kovetkék: a=3 m,b=5m,c=2m, f=100 N/m, F = 400M = 150 N.
Meghatarozzuk a¥, reakcideét. Q = (a + b) f jeldléssel

@ —(a+b)FA—M—bF+a;bQ=O, F, =13125N.

1 F,+F+F,-Q=0, Fs = 268,75N.
A lehetséges veszélyes szelvényeket ott kereshikaanyiroet zérus:
F,—-xf =0, X =13Im

A kovetked lehetséges hely az Féeszelvénye:

X, = 300m
A b hosszusagu tartodarabon két szelvényt kell imegaini:
F.+F-xf= 0 X; = 53Im .
A masik lehetséges hely M szelvénye: X, = 600m.

Ezeken a helyeken a hajlito nyomaték rendre a kéuét

MlleFA—xlf%, M, =8614mN.

M, :aFA—%af :aFA—ng, M, = -56.25mN.



M;x{FA—X—;f}(xg—a)F, M, = 21113mN
.I:2
M, = CF ~c—- M, = 33750mN.

M, —et jobbrol szamitottuk!
A veszélyes szelvény tehat az szelveny, s a maximalis nyomaték ,.
A szerkeszt megoldas eredményei:

X =13m, X, =3Im, X; =53m, X,=60m
M, =80mN, M, =-58mN, M, =212mN, M, =330mN.

A szerkesztés Iépéseit nem részletezzik. Megwdsigigényelne, hogy miképpen lehet elérni
az M - abra tengelyvonalanak vizszintessegét, de €yl azabranak nem lényeges kelléke,

igy csupan az irodalomra utalunk. A koncentrapér szelvenyeben a¥l, - abra ugrasa—
p

nagysagu.

Emlitést érdemel még, hogy a megoszliyemdszert olyarQ, = af,Q, =bf eredji részekre

osztottuk, melyeken belll koncentrald erem hat.

e e s,

X1 ' qi
X2

X3 R
X4 7

169. abra



IGENYBEVETELI ABRAK VAZOLASA

Az igénybevételi abrak é&dllitasa a keztlszamara rendszerint nehézséget okoz ékelmu
feladat 6nall6 kidolgozasa soran azonban kialakuaza érzek, melynek birtokdban szamito
vagy szerkes#t munka nélkil is képes az igénybevételek mindegdées jellegzetességét
tukrozo vazlatokat késziteni. A tudatos vazolast megkdhesiinéhany — az eddigiek alapjan
belathatd — szabaly.
Altalanos szabalyok:

Terheletlen pontokban a T —abra éjmtizszintes.

Terheletlen szakaszon B, - abrat egyenes hatarolja.

M, szél$ értéke ott kereseddahol T zérus.

Koncentralt teherre vonatkoz6 szabalyok:
Koncentralt ef alatt a T — abraban ugras van.
Koncentralt eb alatt azM,, - abraban torés van.
Egyenletesen megoszl6 teherre vonatkozo szabalyok:
Egyenletesen megoszI6 teher alatt a T — abréat &zalkasz hatérolja.
Egyenletesen megoszIo teher alattVhyz - abrat masodfoku parabola hatarolja.

Koncentralt efparra vonatkozo szabaly:
Koncentralt efpar alatt azM,, - abran ugras van.

[1.9. Torttengelyii és agas tartok

IGENYBEVETEL

Altalanositjuk az igénybevételekre tanultakat
értelmezzuk tort-, gorbetengélyés agas tartok
igénybevételeit is Keressuk példaul e
torttengely rad K szelvényének igénybevételét.
Hasonléan jarhatunk el, mint korabban. A L
oldali radrészre haté éendszert* redukaljuk a K
szelvény sulypontjara (170. abra). E reduka
eredménye Altaldnos esetben egy @&s egy
nyomatékvektor.

A 171. abran azt szemléltetjik, hogy ez a |
vektor tovabbi, a szelvény sikjara rbleges és a
szélvény sikjaba ésdsszetetkre bonthat6. ( F
felbontasat a 171/a, M felbontasat a 171/b abratjavit 170. abra

Az 0sszetebk a kbvetkeék:

N:_normale,

T: nyiréen,

M . :csavar0 nyomaték
M, : hajlit6 nyomaték

171. &bra



Az igénybevételek szamster(ill. figgvénnyel tortéd) leirasa a fenti vektorok
komponenseivel térténhet.

* Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a ,bal oldali"éeendszer itt mar gyakran nem csupan
a szelvéenydl balra e$ erskbol all. A ,bal oldali tartédarabra hato d@¢” kijelentés
réviditéseére szolgal a ,bal oldalic®endszer” kifejezés.

IGENYBEVETELI ABRAK

Torttengelyi tartok igénybevételi abrainak

szerkesztésére az alabbi utat fogj A
hasznalni: az igénybevételeket jelen Ay
metszéseket a tartd tengelyvonalé

melegesen mérjuk fel. Gorbetengély q. 1l03m

tartoknal a felmérés a normalison torténil N y-
y PR Mo 06m

Az igénybevételi abrak részei fedhet 04m —

egymast, az abrdk  sraffozasav ’ N

biztosithatjuk az egyérteifséget. Az

igénybevételi  abrak  kozt fennall

Osszeflggések csak a tartok egyer-

szakaszaira érvenyesek, a sarokpontokl b

{ J

@)

nem. =EE

Az  elmondottakat egy feladatte 12OL 312

illusztraljuk. Allitsuk eb a 128. abran

lathat6 fékeékar igénybevételi abrait! 400

A fékkarra hat6 dik kozil hidanyzik még

az A pontban hat6. Ennek komponens c. @ 520
egyszeii szamitas szerint:

A, =—1,N és A =F-N. 480
Vegyuk a kévetkek szamadatokat:

a=03m,b=04m,c=10m,= 04

R=0,3m, M =120 mN. 480

Ekkor az adatok és az egypofas fékk

kapcsolatos szamitasok alapjé @
meghatarozhaté éket 172/a 4bra 400

szemlélteti. Most mar vazolhatjuk a
igénybevételi abrakat, melyek az eddigicn
alapjan magyarazatot nem igényelnek. 172. abra
Az egyes jellem& metszékekhez kiirtuk

az igénybevétel nagysagat.

AGAS TARTOK

Ha a tartd tengelye egyes pontokban két- vagy télébagazik el, &gas tartid beszélink. Az
igénybevételek értelmezésére és abrazolasara daknuliltozatlanul érvényesek, a tarto
bejarasi médjat (a haladasi iranyt) ajanlatos & teangelye mentén néhany nyillal jel6ini.
Példaképpen vizsgaljunk meg egy (kissé egysfmtt) szék — mint agas tartdé -
igénybevételeit, két jellegzetes terhelésmdd esdtéreld esetben (173/a 4bra) adflilet
terhelése egyenletesen megoszlo, a fajlagos terhekz igénybevételi abrakon (173/b,c,d)
feltlintettik az egyes igénybevételek maximaliskétté
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b C. d
173. dbra

A masodik eset (174/a abra) a ,hatidd” soran fellép terhelést szemlélteti. A tamla
terhelését koncentraltnak tekintjuk, azoéfaélulet vizszintes terhelését megoszlonak, s
feltessziik, hogy ennek efgd is F nagysagu. Feltessziik tovabba, hogy a szélemés
hataran van, tehat az egyik széklabra hato tamedze@rus. Ekkor a jobb oldali széklab
végpontjara felirt nyomatékegyenlet:

Efa—aF:O, F=—.
2

A székre hato kutserck ismeretében az igénybevételi abrak szerkesi#het

ol \[g‘

®E ®

)
+ ‘ 3
‘ 5 fa :

fa

1

/-1
=

fa
a b. c. d.

174. abra

Az igénybevételi abrak lenyeges metszékeinek nagysémeét feltintettik. Figyelemre
méltd, hogy a szék masodik terhelési modja milggmybevétel — nbvekedéssel jar.



